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Enumération

Exercice 1. De combien de façons peuvent sept femmes danser avec sept hommes ?

Exercice 2. De combien de façons six enfants peuvent-ils s’asseoir sur une rangée de six
chaises si trois d’entre eux refusent d’occuper les extrémités de la rangée ?

Exercice 3. De combien de façons différentes peut-on former la suite ordonnée valet,
dame, roi, as si l’on veut que les cartes de cette suite soient

Question 1. de couleurs différentes ?

Question 2. de la même couleur ?

Question 3. de n’importe quelle couleur ?

(Aux cartes les couleurs sont : le Carreau ♦, le Cœur ♥, le Trèfle ♣ et le Pique ♠.)

Exercice 4. Un coffre-fort possède cinq roulettes numérotées de 1 à 10. Un voleur tente
d’ouvrir le coffre-fort et il ne connaît pas la combinaison.

Question 1. Combien existe-t-il de possibilités de combinaisons ?

Le voleur ne peut essayer que 100 combinaisons avant l’arrivée de la police.

Question 2. Quelle est la probabilité qu’il réussit à ouvrir le coffre-fort ?

Exercice 5. 24 pilotes participent à un Grand Prix de Formule 1, mais seuls les 10 premiers
marquent des points pour le championnat. Supposons que tous les pilotes terminent la
course.

Question 1. Combien de classements généraux possibles y a-t-il au total ?

Question 2. Combien de classements possibles y a-t-il pour les 10 premiers ?

Exercice 6. À partir d’un jeu ordinaire de 52 cartes, on compose une main de trois cartes.
Combien existe-t-il de façons différentes de composer

Question 1. trois as ?

Question 2. trois coeurs ?

Question 3. trois cartes d’une même couleur ?

Question 4. une paire ? (deux cartes de même rang et une autre de rang différent)

Question 5. trois couleurs différentes ?
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Exercice 7. On considère un ensemble fini.

Montrer, en utilisant la formule du binôme de Newton, qu’il a autant de parties paires que
de parties impaires.

Exercice 8. Combien de nombres composés d’exactement trois chiffres et inférieurs à 500
peut-on former à l’aide des chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et 7 si les répétitions :

Question 1. sont permises ?

Question 2. ne sont pas permises ?

Exercice 9. Combien peut-on former de mots de 7 lettres avec les lettres du mot plafond

Question 1. si une même lettre ne peut être employée qu’une seule fois ?

Question 2. si on tolère les répétitions d’une même lettre ?

Exercice 10. Combien peut-on former de mots avec les lettres du mot mississippi (cha-
cune de ses lettres doit être utilisée exactement une fois) ? Autrement dit, combien d’ana-
grammes ce mot a-t-il ?

Exercice 11. Soient k, n deux entiers.

Dénombrer les mots sur {0, 1} de longueur n qui ont exactement k uns.

Principe des tiroirs

Exercice 12. On considère un carré de côté d. On y place cinq points.

Montrer qu’au moins deux points sont à distance inférieure ou égale à d.

Exercice 13. Dans un village de 400 habitants, y a-t-il deux personnes qui sont nées le
même jour (pas forcément de la même année) ?

Exercice 14. * On place les entiers de 1 à 10 sur un cercle.

Montrer qu’il existe au moins un triplet d’entiers consécutifs dont la somme est supérieure
ou égale à 17.

Double-comptage

Exercice 15. Soit n un entier supérieur ou égal à 0. En vous aidant de la figure ci-dessous,
montrer que :

n∑

i=0

i =
n(n+ 1)

2
.
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28 2. Combinatorial Tools

2(1+2+3+4+5) = 5.6 = 301+2+3+4+5 = ?

FIGURE 2.1. The sum of the first n integers

2.1.5 Prove the following identity:

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · · + (n − 1) · n =
(n − 1) · n · (n + 1)

3
.

Exercise 2.1.2 relates to a well-known anecdote from the history of math-
ematics. Carl Friedrich Gauss (1777–1855), one of the greatest mathemati-
cians of all times, was in elementary school when his teacher gave the class
the task to add up the integers from 1 to 1000. He was hoping that he
would get an hour or so to relax while his students were working. (The
story is apocryphal, and it appears with various numbers to add: from 1
to 100, or 1900 to 2000.) To the teacher’s great surprise, Gauss came up
with the correct answer almost immediately. His solution was extremely
simple: Combining the first term with the last, you get 1 + 1000 = 1001;
combining the second term with the last but one, you get 2 + 999 = 1001;
proceeding in a similar way, combining the first remaining term with the
last one (and then discarding them) you get 1001. The last pair added this
way is 500 + 501 = 1001. So we obtained 500 times 1001, which makes
500500. We can check this answer against the formula given in exercise
2.1.2: 1000 · 1001/2 = 500500.

2.1.6 Use the method of the young Gauss to give a third proof of the formula
in exercise 2.1.2

2.1.7 How would the young Gauss prove the formula (2.1) for the sum of the
first n odd numbers?

2.1.8 Prove that the sum of the first n squares 1 + 4 + 9 + · · · + n2 is n(n +
1)(2n + 1)/6.

2.1.9 Prove that the sum of the first n powers of 2 (starting with 1 = 20) is
2n − 1.

In Chapter 1 we often relied on the convenience of saying “etc.”: we
described some argument that had to be repeated n times to give the

Exercice 16.

Question 1. Deviner une formule pour la somme des n premiers entiers impairs.

Question 2. Justifier votre formule en utilisant le diagramme ci-dessous.

Exercice 17. * Le carré ci-dessous est formé par 4 couronnes Ck (k = 1, ..., 4), où Ck est
elle-même constituée de 4k carrés identiques de côté k.

3.3 Binomial coefficients 75

Fig. 3.1 A graphical derivation of the formula for 13 + 23 + · · · + n3.

13. Prove the so-called Leibniz formula for the differentiation of a product.
Let u, v be real functions of a single real variable, and let f (k) denote
the kth derivative of a function f . Then

(uv)(n) =

n∑

k=0

(
n

k

)
u(k)v(n−k)

(supposing that all the derivatives in the formula exist). The case n = 1
is the formula for differentiating a product, (uv)′ = u′v + uv′, which
you may assume as being known.

14. CS Write a computer program that lists all k-element subsets of the
set {1, 2, . . . , n}, each of them exactly once. Use a reasonable amount
of memory even if

(
n
k

)
, the number of such subsets, is very large. ∗Can

you make the total number of operations of the algorithm proportional
to

(
n
k

)
, if the operations needed for the output are not counted?

15. Let p be a prime and let n, k be natural numbers.

(a) Prove that for k < p,
(

p
k

)
is divisible by p.

(b) Prove that
(
n
p

)
is divisible by p if and only if !n/p" is divisible

by p.

16. (a) ∗Using the binomial theorem, derive a formula for the number of
subsets of cardinality divisible by 4 of an n-element set.

(b) ∗Count the subsets of size divisible by 3 of an n-element set.

17. We have n kinds of objects, and we want to determine the number of
ways in which a k-tuple of objects can be selected. We consider vari-
ants: we may be interested in selecting ordered or unordered k-tuples,

Question 1. Pour un k fixé, quel est l’aire couverte par la k-ième couronne ?

Question 2. Utiliser la question précédente et le dessin pour déduire une formule pour la
somme des n premiers cubes.
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