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Motivations

Equations différentielles ordinaires (EDO)

Problème modèle

y ′(t) = f (y(t), t), t > 0

y(0) = y0 (condition initiale)

Si dérivée d’ordre supérieur : Changement de variable
Exemple :

y ′′ − y ′ = f

Poser z = y ′

z ′ = f + z

y ′ = z
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Motivations

EDO

Domaines d’applications :
Thermodynamique (e.g, transfert de chaleur)
Dynamique des populations (e.g., systèmes proie-prédateurs)
Circuit électrique (e.g., calcul du potentiel électrique)
Systèmes mécaniques (e.g., oscillation d’un ressort)

TP du cours en MATLAB
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Motivations

Equations aux dérivées partielles (EDP)

Problème en espace :

αu(x)− ν
d∑

i=1

∂2
xi
u(x) = f (x) dans Ω

u(x) = 0 au bord (condition aux limites)

Prolème en espace-temps :

∂tu(x , t)− ν
d∑

i=1

∂2
xi
u(x , t) = f (x , t) dans Ω

u(x , t) = 0 au bord
u(x , 0) = u0(x) (condition initiale)
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Motivations

EDP

Domaines d’applications :
Equation de la chaleur
Vibrations/Ondes
Systèmes mécaniques
Dynamique des fluides

TP du cours en C
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO) Introduction

EDO (Problème de Cauchy)

I = [0, T ] ∈ R, f : Rm × I → Rm continue

EDO
Trouver y : I → Rm de classe C1 telle que

y ′(t) = f (y(t), t) ∀t ∈ I

y(0) = y0 condition initiale

y0 ∈ Rm donné.
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO) Introduction

Existence de solution

Théorème (Existence et unicité)
Si f est lipschitzienne en y , i.e. ∃L > 0

|f (y , t)− f (x , t)| ≤ L|x − y |, ∀x , y ∈ Rm, ∀t > 0

alors le problème EDO admet une solution unique.

Exemple (f linéeaire)
Si f est de la forme

f (y(t), t) = Ay(t)

où A est une matrice m ×m. Alors

|f (y(t), t)− f (x(t), t)| ≤‖ A ‖ |x(t)− y(t)|

Donc L =‖ A ‖.
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO) Méthodes d’Euler

Discrétisation

Théorème
f de [a, b] dans R continue et dérivable. Alors il existe c ∈]a, [

¯
tel que

f (b)− f (a) = f ′(c)(b − a)

Subdivision uniforme de I = [0, T ] de taille h = T/N

tn = nh, yn = y(tn), n = 0, 1, 2, . . . ,N

Théorème des accroissements finis dans [tn, tn+1]

yn+1 − yn = hy ′(t̄n), t̄n ∈]tn, tn+1[.
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO) Méthodes d’Euler

Méthodes d’Euler

t̄n = tn : Euler explicite

y0 = y0

yn+1 = yn + hf (yn, tn), n = 0, 1, . . . ,N.

t̄n = tn+1 : Euler implicite

y0 = y0

yn+1 − hf (yn+1, tn+1) = yn, n = 0, 1, . . . ,N.
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO) Méthodes d’Euler

Exemples

Système différentiel linéaire : A matrice m ×m.

y ′(t) = Ay(t), t ≥ 0

y(0) = y0

Euler explicite :

y0 = y0

yn+1 = yn + hAyn, n = 0, 1, 2, . . .

Euler implicite :

y0 = y0

(Im − hA)yn+1 = yn, n = 0, 1, 2, . . .
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO) Erreurs

Convergence

Erreur de consistance

eh(y) =
1
h

(y(tn+1)− y(tn))− f (y(tn), tn)

Schéma consistant si
lim
h→0
‖ eh(y) ‖= 0.

πh(y) = (y(t1), . . . , y(tN)) ∈ RN

πh(y) projection de la solution exacte sur les points de la subdivision.

Erreur de convergence

εh(y) = y − πh(y)

Schéma convergent si
lim
h→0
‖ εh(y) ‖= 0.

J. Koko (ISIMA) Différences finies 12 / 30



Equations Différentielles Ordinaires (EDO) Erreurs

Convergence

Euler ≡ Méthodes d’ordre 1
Il existe C > 0

max
n
|yn − y(tn)| ≤ Ch

Stabilité
Euler explicite : conditionnellement stable
Euler implicite : inconditionnellement stable
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO) Méthode de Crank-Nicholson

Crank-Nicholson

t̄n = (tn + tn+1)/2

f (y(t̄n), t̄n) = (f (y(tn), tn) + f (y(tn+1), tn+1))

Crank-Nicholson

y0 = y0

yn+1 − h

2
f (yn+1, tn+1) = yn +

h

2
f (y(tn), tn), n = 0, 1, . . . ,N.

Crank-Nicholson ≡ méthode d’ordre 2
Il existe C > 0

max
n
|yn − y(tn)| ≤ Ch2
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO) Exemples EDO particulières

Exemple EDO instable

y ′′ − 10y ′ − 11y = 0,

y(0) = 1, y ′(0) = −1.

Solution exacte : y(t) = e−t .

Conditions initiales perturbées : y(0) = 1 + ε, y ′(0) = 1

Solution perturbée : yε(t) = (1 +
11
12
ε)e−t +

ε

12
e11t
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO) Exemples EDO particulières

EDO raide

y ′ + 100y = 100, y(0) = y0.

Solution exacte y(t) = (y0 − 1)e−100t + 1.

Euler explicite : yn+1 = (1− 100h)yn + 100h = (y0 − 1)(1− 100h)n + 1
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Problèmes elliptiques 1D Problème Modèle

Problème elliptique 1D

EDP 1D
Trouver u : [a, b]→ R solution de

−u′′(x) + α(x)u(x) = f (x) dans [a, b],

u(a) = ua, u(b) = ub,

α ≥ 0 et f données du problème.
u(a) = ua, u(b) = ub conditions aux limites.

Origine de (1) : Dschéma d’Euler implicite du problème

∂

∂t
u(x , t)− ν ∂

2

∂x2 u(x , t) = f (x , t)
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Problèmes elliptiques 1D Discrétisation

Discrétisation

h = (b − a)/(N + 1), xi = ih
a = x0 < x1 < · · · < xN+1 = b.

Développement de Taylor :

u(x + h) = u(x) + hu′(x) +
h2

2
u′′(x) +

h3

6
u(3)(x) +

h4

24
u(4)(x + θh),

u(x − h) = u(x)− hu′(x) +
h2

2
u′′(x)− h3

6
u(3)(x) +

h4

24
u(4)(x − θh),

Approximation de la dérivée seconde

u′′(x) ≈ 1
h2 (u(x + h)− 2u(x) + u(x − h))
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Problèmes elliptiques 1D Discrétisation

Système algébrique

Dans le problème : ui = u(xi ), αi = α(xi ), fi = f (xi )

1
h2 (−ui−1 + 2ui − ui+1) + αiui = fi , i = 1, . . . ,N.

On obtient les matrices

M = diag(α1, . . . , αN)

R =
1
h2


2 −1 0 · · · 0
−1 2 −1 0 · · · 0

. . . . . . . . .
0 · · · 0 0 −1 2

 bh =


f (x1) + ua/h

2

f (x2)
...

f (xN−1)

f (xN) + ub/h
2
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Problèmes elliptiques 1D Discrétisation

Système algébrique

uh = (u1, . . . , uN) solution de

(M + R)uh = bh

Théorème
La matrice R est définie positive
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Problèmes elliptiques 1D Erreurs

Erreurs

πh(u) = (u(x1), . . . , u(xN)) projection de la solution exacte.

εh(u) = (M + R)πh(u)− bh erreur de consistance

eh(u) = uh − πh(u) erreur de convergence

Théorème
Si u de classe C4

‖ εh(u) ‖∞≤ C
h2

12

‖ eh(u) ‖∞≤ C
h2

96
.
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Problèmes elliptiques 2D Problème modèle

Problème modèle

Domaine Ω = (ax , bx)× (ay , by ) de bord Γ

Trouver u : Ω→ R solution de

α(x)u(x)− ν
(
∂2u(x)

∂x2 +
∂2u(x)

∂y2

)
= f (x) dans Ω,

u = g sur Γ

avec
α(x) ≥ 0
ν > 0
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Problèmes elliptiques 2D Discrétisation par différences finies

Différences finies

M et N entiers naturels

hx = (bx − ax)/(M + 1) hy = (by − ay )/(N + 1)

telles que

ax = x0 < x1 < · · · < xi = ihx < · · · < xM < xM+1 = bx ,

ay = y0 < y1 < · · · < yj = jhy < · · · < yN < yN+1 = by

On note
xij = (xi , yj) les points de la grille
uij = u(xi , yj) la fonction inconnue sur la grille
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Problèmes elliptiques 2D Discrétisation par différences finies

Approximation

qq q
q

q
ui ,jui−1,j

ui ,j−1

ui ,j+1

ui+1,j

∂2u(x)

∂x2 ≈ 1
h2
x

(u(x + hx , y)− 2u(x , y) + u(x − hx , y))

∂2u(x)

∂y2 ≈ 1
h2
y

(u(x , y + hy )− 2u(x , y) + u(x , y − hy )).

− ν

h2
x

[ui−1,j − 2ui ,j + ui+1,j ]−
ν

h2
y

[ui ,j−1 − 2ui ,j + ui ,j+1] + αi ,jui ,j = fi ,j ,

pour 1 ≤ i ≤ M et 1 ≤ j ≤ N.
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Problèmes elliptiques 2D Discrétisation par différences finies

Approximations II

Conditions aux limites : ui ,j = gi ,j , i = 0,M + 1 ou j = 0,N + 1

-

6

r
r
r

r
r
r

r
r
r

r
r
r

x1

x2

1

5

9

2

6

10

3

7

11

4

8

12

u = [(u1,1, u2,1, . . . , uM,1)(u1,2, u2,2, . . . , uM,2) · · · (u1,N , u2,N , . . . , uM,N)]
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Problèmes elliptiques 2D Discrétisation par différences finies

Matrices

Système final : Au = b

A = diag(αij) +


D −F
−F D −F

. . . . . . . . .
−F D −F

−F D


où F = ν

h2
y
IM ,

D =


β −γ
−γ β −γ

. . . . . . γ
−γ β −γ

−γ β

 avec β =
2ν
h2
x

+
2ν
h2
y

et γ =
ν

h2
x
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Problèmes elliptiques 2D Discrétisation par différences finies

Second membre

bi+(j−1)M = fi ,j , 1 < i < M, 1 < j < N

bi+(j−1)M = fi ,j + νg̃i ,j , i = 0,M + 1 ou j = 0,N + 1.

avec

g̃1,1 =
1
h2
x

g0,1 +
1
h2
y

g1,0, g̃1,N =
1
h2
x

g0,N +
1
h2
y

g1,N+1

g̃i ,1 =
1
h2
y

gi ,0, g̃i ,N =
1
h2
y

gi ,N+1, 2 ≤ i ≤ M − 1,

g̃M,1 =
1
h2
x

gM+1,1 +
1
h2
y

gM,0, g̃M,N =
1
h2
x

gM+1,N +
1
h2
y

gM,N+1,

g̃1,j =
1
h2
x

g0,j , g̃M,j =
1
h2
x

gM+1,j , 2 ≤ j ≤ N − 1.
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Problèmes elliptiques 2D Discrétisation par différences finies

Exemple

Dans Ω = (0, 1)2 : α = 0, ν = 1, g = 0
M = N = 4

u = [(u1,1, u2,1, u3,1)(u1,2, u2,2, u3,2)(u1,3, u2,3, u3,3)]

A =



4 -1 0 -1 0 0 0 0 0
-1 4 -1 0 -1 0 0 0 0
0 -1 4 0 0 -1 0 0 0
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 0
0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0
0 0 -1 0 -1 4 0 0 -1
0 0 0 -1 0 0 4 -1 0
0 0 0 0 -1 0 -1 4 -1
0 0 0 0 0 -1 0 -1 4
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Problèmes elliptiques 2D Discrétisation par différences finies

Problème non linéaire

Trouver u : Ω = (0, 1)× (0, 1)→ R solution de :

−∆u(x) + u3(x) = f (x), ∀x ∈ Ω,

u(x) = 0, ∀x ∈ Γ.

Méthode de Newton uk → uk+1 = uk + wk

Dans l’équation :

−∆(uk + wk) + (uk + wk)3 = f (x),

Approximation d’ordre 1 :

−∆wk + 3(uk)2wk = f (x) + ∆uk − uk
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Problèmes elliptiques 2D Discrétisation par différences finies

Problème non linéaire : Méthode de Newton

k = 0 u0 donné, ε > 0 fixé
k ≥ 0 Tant que ‖ wk ‖> ε ‖ uk ‖

1 Calculer wk solution de

−∆wk + 3(uk)2wk = f (x) + ∆uk − uk

2 uk+1 = uk + wk

Remarques :
1 ∆uk − uk = (R − I)uk , R matrice du laplacien
2 −∆wk + 3(uk)2wk = (R + diag(3(ukij )

2))wk
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