
ISIMA Première Année
COURS DE PROGRAMMATIONNUMÉRIQUEIntrodution au Fortran 90

Jonas KOKO

©2011 Institut Supérieur d'Informatique, de Modélisation et de leurs AppliationsCampus des Cézeaux B.P. 1025 - 63173 AUBIERE CEDEXhttp://www.isima.fr



2



Table des matières
1 Généralités, types salaires 91.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91.2 Les types salaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101.3 Le typage impliite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.4 Les onstantes littérales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.5 Les onstantes symboliques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121.6 La préision des nombres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121.7 Initialisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 Expressions, instrutions élémentaires 152.1 Les expressions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.1.1 Les expressions arithmétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.1.2 Les expressions logiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162.2 Les instrutions élémentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.2.1 L'a�etation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.2.2 Entrées/Sorties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 Struturation d'un programme 213.1 Strutures alternatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213.2 Strutures itératives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233.2.1 Boule ave ompteur (boule do) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233.2.2 Boule "tant que" (do while) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243.2.3 Sortie antiipée d'une boule : exit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253.2.4 Boulage antiipé : yle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263.2.5 Boule in�nie : instrution do . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263.3 Struture de hoix multiple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263.4 L'instrution stop . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274 Les tableaux 294.1 Quelques dé�nitions utiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294.2 Délaration, initialisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294.3 Opérations globales sur les tableaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314.4 Setion de tableau, veteur d'indies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334.4.1 Setion régulière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334.4.2 Veteur d'indies (setion non régulière) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 344.4.3 Cas des tableaux à plusieurs dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354.5 L'instrution where . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364.6 L'instrution forall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 374.7 Tableaux dynamiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 383



4 TABLE DES MATIÈRES4.8 Entrées/Sorties de tableaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 415 Proédures et fontions 455.1 Les proédures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 455.1.1 Proédure externe (interfae impliite) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 455.1.2 Proédure interne (interfae expliite) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 475.2 Les fontions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485.2.1 Fontions externes (interfae impliite) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485.2.2 Fontions internes (interfae expliite) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 495.3 Variables loales à un sous�programme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 495.4 Blo interfae . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 505.5 Modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 515.6 Tableaux dynamiques et pointeurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 535.7 Interfae expliite : nouvelles possibilités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 545.7.1 Passage de tableaux de "pro�l impliite" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 545.7.2 Tableaux automatiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 555.7.3 Fontion à valeur tableau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 565.7.4 Arguments à mot lé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 575.7.5 Arguments optionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 575.7.6 Partages de données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 586 Fontions intrinsèques 616.1 Quelques fontions numériques intrinsèques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 616.2 Quelques fontions mathématiques intrinsèques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 626.3 Quelques fontions de préision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 626.4 Quelques fontions relatives aux tableaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 626.4.1 Interrogation sur le pro�l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 626.4.2 Interrogation sur le ontenu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 636.4.3 Fontions de rédution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 636.4.4 Fontions de multipliations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 646.4.5 Fontions de transformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 647 Fihiers 657.1 Ouverture et fermeture : open/lose . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 657.2 Leture et ériture : read/write . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66A Fatorisation LU et Appliations 69A.1 La méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69A.2 L'algorithme de déomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70A.3 Les appliations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70A.4 Les problèmes de stokage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71A.5 Le ode Fortran à érire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71B Méthodes Itératives de Résolution de Systèmes Linéaires 73B.1 Prinipe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73B.2 Convergene des méthodes itératives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73B.3 Shémas itératifs partiuliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74B.3.1 La méthode de Jaobi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74B.3.2 La méthode de Gauss�Seidel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74B.3.3 Méthode de relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75B.4 Le ritère d'arrêt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75B.5 Le TP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76



TABLE DES MATIÈRES 5C La méthode QR 77C.1 Le prinipe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77C.2 La fatorisation QR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77C.3 L'algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78C.4 Le TP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79D Méthodes du Gradient Conjugué 81D.1 L'algorithme de Flether�Reeves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81D.2 La méthode de Polak�Ribière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82D.3 Remarques sur la onvergene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82D.4 La Reherhe Linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82D.5 Le TP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83Bibliographie 84



6 TABLE DES MATIÈRES



Introdution
Le Fortran est LE langage du Calul Sienti�que. Le mot Fortran signi�ait, à l'origine, IBM Ma-thematial FORmula TRANslation System, puis a été abrégé en FORmula TRANslation. C'est leplus vieux langage de programmation de haut niveau puisqu'il date de 1954. Les sous�programmes(proédures et fontions) sont apparus en 1958 ave la deuxième version du langage.Dans les années 60, le langage est devenu tellement populaire que d'autres onstruteurs ontommené à produire leur propre ompilateur. Ce qui a onduit à une multipliation de dialetesFortran. Il a été alors reonnu que ette divergene roissante n'était dans l'intérêt ni des program-meurs, ni des onstruteurs. C'est ainsi que Fortran 66 est devenu en ... 1972 le premier langageà être o�iellement standardisé. Depuis 'est une tradition Fortran d'adopter omme numéro deversion l'année de la première mouture de la norme (qui n'est pas elle de l'o�ialisation de lanorme). En 1980, 'est le Fortran 77 qui a été adopté par l'ISO omme standard international.Il a fallu ensuite attendre 1991�1992 pour que le Fortran 90 soit o�iellement adopté, après desannées de oniliabules à ause du sort à réserver au Fortran 77, pour ne pas perdre l'énorme quan-tité de bibliothèques sienti�ques existantes (�abilisées par de nombreuses années d'utilisation).C'est pour ela que Fortran 90 �omprend� Fortran 77. A noter que les premiers ompilateursFortran 90 ne sont apparus qu'en 1994. La norme la plus réente est le Fortran 95 dont les plusvieux ompilateurs date de 1999.Les apports de Fortran 90 sont onsidérables. Voii une liste de quelques nouveautés apportéespar le Fortran 90.� ériture du programme en �format libre�, qui remplae avantageusement l'anien �format�xe� de Fortran 77, hérité des artes perforées� objet de types dérivés� plus de strutures de ontr�le pour éviter les goto �sauvages�� expressions tableaux� proédures et fontions internes (ça n'existe pas en Fortran 77 ! !)� interfaes, modules pour �abiliser la ommuniation entre unités de programme� voation des arguments, arguments optionnels, passage par mot lé� nouvelles fontions intrinsèquesNous n'avons pas l'intention de faire une présentation omplète de toutes les possibilités of-fertes par le Fortran 90. Nous ne présenterons que les aspets les plus adaptés pour les TP deProgrammation Numérique. Bien que Fortran 90 omprenne Fortran 77, nous ne parlerons pas desantiquités du Fortran 77 telles que : étiquettes, goto, ommon, data,... ar devenues omplètementobsolètes.
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Chapitre 1Généralités, types salaires
1.1 GénéralitésTout le jeu de aratères usuels est permis en Fortran 90, sauf qu'il n'y a pas de di�éreneentre minusules et majusules. En �format libre� (le format par défaut) les lignes peuvent êtrede longueur quelonque à onurrene de 132 aratères. Le aratère! renontré sur une ligneindique que tout e qui suit est un ommentaire. Les haînes sont délimitées par des apostrophes(') ou des guillemets (�).Il est possible de plaer plusieurs instrutions sur la même ligne en les séparant par un point-virgule;x=0 ! une seule instrution sur lignei=i+1; x=(2*i-1)*h ! deux instrutions sur une ligneNom='SATAN' ! une haîne de aratères délimitée par des 'PNom=''Luifer'' ! une haîne de aratères délimitée par des ''La �n de ligne est don un séparateur d'instrutions. Si une instrution est trop longue, on peutl'érire sur plusieurs lignes grâe au aratère &, omme dansprint *,'Montant HT : ',montant_ht, &' TVA : ',tva , &'Montant TTC : ',montant_ttLors de la oupure d'une haîne, la suite de la haîne doit être préédée de &print *,'Entrer un nombre entier &&ompris entre 10 et 100 'En�n la struture générale d'un programme Fortran 90 (en format libre) est la suivanteprogram MONPROG ! début du programmeimpliit none ! obligatoire pour éviter des problèmes! toutes les délarations...! instrutions exéutables...end program MONPROG ! fin du programLe �format �xe� orrespond au format du Fortran 77. Il n'est pas reommandé pour ériredes programmes Fortran 90. C'est plus pour permettre la ompilation en Fortran 90 de pro-grammes érits en Fortran 77 grâe à une option de ompilation (-qfixed sur IBM, -fixedform9



10 CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS, TYPES SCALAIRESsur SGI,-ffixed-form en gfortran1). Il est stritement interdit d'utiliser les deux formats dans unmême �hier (même dans des sous-programmes distints) ar les ommentaires en �format �xe�(en fait eux de Fortran 77) ne sont pas les mêmes en �format libre� et le ompilateur vous le ferasavoir !Remarque 1.1 Les mots lés du Langage Fortran 90 (tels que program, end, integer, real,print, if,...) ne sont pas des mots réservés. Autrement dit, il est possible de les utiliser ommeidenti�ateurs sans pour autant qu'ils perdent leur signi�ation prédé�nie. Le hoix de la �bonnesigni�ation� se fait alors en fontion du ontexte ave des (mauvaises) surprises éventuelles. ⋄1.2 Les types salairesEn Fortran 90, il existe inq types de variables salairesharater pour les haînes d'un ou plusieurs aratères ;logial pour les variables booléennes, i.e. ne prenant que deux valeurs possibles :.true. (vrai) ou .false. (faux) ;real pour les nombres réels ;integer pour les nombres entiers relatifs ;omplex pour les nombres omplexes, i.e. de la forme x + iy.La forme générale d'une délaration de variable est2type [,liste_attributs ::℄ liste_variablesLa liste d'attributs préise s'il s'agit d'une onstante, d'un tableau, d'un pointeur, la visibilité dela variable, et... Les attributs peuvent êtreparameter pour une onstante symbolique ;dimension(...) pour un tableau ;alloatable pour un tableau dynamique ;pointer pour un objet aessible par pointeur ;target pour un objet ible potentiel d'un pointeur ;save pour un objet rémanent ;intent(...) pour un paramètre formel ;optional pour un paramètre formel ;publi, private pour une entité dé�nie par un module.Remarque 1.2 Il existe un type double preision pour les nombres réels, mais on verra plustard qu'il n'est qu'un sous-type du type real. ⋄Voii quelques délarations simplesharater :: sexe ! un aratèreharater(len=10) :: nom ! haîne de 10 aratères au plusharater(len=*) :: prenom ! haîne de longueur inonnuelogial :: el ! élibataire ou pas ?real :: taille, poidsinteger :: age1ompilateur (gnu)fortran libre2La notation [ ℄ signi�e que le ontenu des rohets peut apparaître 0, une ou plusieurs fois.



1.3. LE TYPAGE IMPLICITE 11Les types salaires i-dessus présentent des aratéristiques (enombrement mémoire, do-maine ouvert, préision, et.) qui varient d'une mahine à une autre. Par exemple, un réel endouble préision sur IBM RS/6000 ou NEC SX5 orrespond à un réel en simple préision surCRAY T3E. Même les aratères néessitent une attention partiulière. En e�et, si un aratèrelatin se ode sur 1 Otet, 2 Otets seront néessaires pour oder les idéogrammes des alphabetshinois ou japonais.Les types salaires s'adaptent pour permettre à l'utilisateur de spéi�er ses besoins préis,en préision ou en enombrement mémoire, sans trop tenir ompte de la mahine ible. Les typessalaires integer, real, logial et harater deviennent des noms génériques désignant plusieurssous-types ou variantes aessibles grâe au paramètre de type kind .Voii quelques délarations de variables ave variantesinteger(4) :: i,j ! entier ourtinteger(kind=8) :: k,l ! entier longreal(kind=4) :: x, y ! réel simple préisionreal(8) :: Tol ! réel double préisionEn l'absene du paramètre kind, 'est la variante par défaut qui est séletionnée. A noterque le paramètre kind est aussi une fontion intrinsèque qui renvoie la variante de la variableen argument. Mais ette fontion intrinsèque permet surtout de faire des délarations ave desvariantes quelle que soit la mahine.kind(x) retourne la valeur assoiée au sous�type de la variable xkind(0) retourne la valeur assoiée au type entier par défautkind(0.0) retourne la valeur assoiée au type réel par défautkind(1.0) retourne la valeur assoiée au sous�type réel simple préisionkind(1.d0) retourne la valeur assoiée au sous�type réel double préisionreal (kind=kind(1.d0)) permet de délarer un réel en double préision quelle que soit la ma-hine.La notation 1.d0 est la forme exponentielle des réels en double préision (i.e. elle est équivalenteà 1.e0).1.3 Le typage impliiteUne survivane du Fortran préhistorique est que, en l'absene de toute délaration, lesvariables dont les noms ommenent pari,j,k,l,m,n sont onsidérées omme de type integer ;a,b,...,h,o,p,...,z sont onsidérées omme de type real.Il s'ensuit des erreurs di�iles à déteter, par exemple lorsqu'on tape malenontreusement j aulieu de i. Pour forer le ompilateur à véri�er que haque variable à été délarée, il faut plaer audébut du programme l'instrutionimpliit nonequi inhibe le typage impliite.1.4 Les onstantes littéralesPour introduire une onstante entière dans un programme, on l'érit simplement sous laforme déimale habituelle, ave ou sans signe, omme-2365 +7665452 467498



12 CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS, TYPES SCALAIRESPour les onstantes réelles, on a le hoix entre la forme déimale ou la forme exponentielle,omme dans-0.314159 -.3141591.e-5 1e-5 3.88e5Pour les réels en double préision, la forme exponentielle s'érit ave d au lieu de e1.d0 -.76543d-12Les onstantes haînes de aratères se odent à l'aide d'apostrophes omme'jimmy' "Shiva"Lors de l'ériture d'une onstante, on peut spéi�er le sous�type désiré en la su�xant (pourles nombres) ou pré�xant (pour les haînes) par la valeur du sous�type voulu en utilisant le aratère_ omme séparateur :256_4 ! onstante entier ourt3.14259_4 ! onstante reel simple687.9865209876_8 ! onstante réel double1_'Selena' ! haîne 1 otet/aratère1.5 Les onstantes symboliquesEn Fortran 90 les onstantes symboliques ne sont plus néessairement de types salaires(omme en Fortran 77). L'appel à ertaines fontions élémentaires est possible lors de la délaration.Pour délarer une onstante symbolique, il su�t de séletionner l'attribut parameterreal, parameter :: pi=3.141516harater(len=*), parameter :: Name='SATAN', Surname="Luifer"integer, parameter :: Nmax1=10, Nmax2=30integer, parameter :: Res=mod(Nmax1,Nmax2) ! fontion élémentaire MODinteger, parameter :: Nbv=abs(Nmax1-Nmax2) ! fontion élémentaire ABSLes onstantes symboliques peuvent être utilisées pour rendre les délarations de variablesave variantes un peu plus portables.integer, parameter :: rdouble=8integer, parameter :: ishort=4integer(kind=ishort) :: i, jreal(kind=rdouble) :: x, y, zEn as de problème de variante, ave une mahine, il su�t de modi�er les onstantes symboliquesorrespondantes.1.6 La préision des nombresIl existe deux fontions (entières), selet_int_kind et selet_real_kind prédé�nies quipermettent de faire le lien entre les besoins de l'utilisateur et le numéro de variante orrespondantà un domaine donné.selet_int_kind(r) fournit l'entier qui orrespond au numéro de variante du type integer a-eptant au moins r hi�res déimaux, 'est-à-dire les entiers dans l'intervalle
[−10r, 10r]. La fontion retourne -1 si auun sous�type ne orrespond à lademande.



1.7. INITIALISATION 13selet_real_kind(p,r) fournit l'entier qui orrespond au numéro de variante du type realsuseptible de représenter des nombres réels ave une préision de p et uneétendue de r, i.e. des réels autorisant p hi�res signi�atifs et un intervallede valeurs positives au moins égal à [10−r, 10r]. La fontion retourne -1 sila préision demandée n'est pas disponible, -2 si l'étendue désirée n'est pasdisponible, et -3 si ni la préision ni l'étendue ne sont disponibles.Ave les fontions selet_int_kind et selet_real_kind, on peut maintenant érire desprogrammes vraiment portables. Voii quelques délarations ave variantes indépendantes de lamahine.integer, parameter :: rpre=selet_real_kind(p=9,r=50)integer, parameter :: ipre=selet_int_kind(r=2)...integer(kind=ipre):: i, j, kreal(kind=rpre) :: x, y, zRemarque 1.3 La préision et l'étendue peuvent aussi être évaluées en utilisant les fontionsintrinsèques preision et range, voir h. 6. ⋄1.7 InitialisationL'initialisation d'une variable se fait à la délaration par simple a�etation omme dansl'exemple suivant.real, parameter :: Pi=3.14159, Rayon=6500harater(len=*) :: Jour="Lundi", Mois="Janvier"integer :: i=0, nbr=90real :: ir=2*Pi*Rayon ! Initialisation ave une expressionreal :: pre=epsilon(1.0) ! Ave une fontion intrinsèque autoriséereal(8) :: x=0.d0La fontion epsilon renvoie la quantité onsidérée omme négligeable devant 1, pour le sous�typede l'argument (ii réel simple). En prinipe les fontions intrinsèques ne sont pas autorisées lors del'initialisation sauf quelques-unes omme abs, mod, epsilon,...
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Chapitre 2Expressions, instrutionsélémentaires
2.1 Les expressionsOn distingue 3 types d'expressions en Fortran :� les expressions arithmétiques� les expressions logiques� les expressions de type texteChaun des trois types salaires dispose de ses propres opérateurs intrinsèques. Les expressions sontdon onstruites à partir de l'un au moins de es opérateurs et d'au moins un opérande. Dans leadre de e ours (Programmation numérique) on ne s'intéressera qu'aux expressions arithmétiqueset logiques.2.1.1 Les expressions arithmétiquesLes expressions arithmétiques sont onstruites à l'aide d'opérateurs arithmétiques usuels,f. table 2.1. En as de priorités identiques, les aluls se font de gauhe à droite. Une expression** élévation à la puissane* / multipliation et division+ - addition et soustrationTab. 2.1 � Opérateurs arithmétiques par ordre de priorité déroissantearithmétique peut aussi être onstruite à partir de fontions mathématiques intrinsèques ou dé�niespar l'utilisateur. Voii quelques exemples d'expressions arithmétiquesx-y**3/100.0 orrespond à x− (y3/100)a/b/ orrespond à a/(bc)-a+/d orrespond à (−a) + (c/d)x**y**z orrespond à (xy)zOn peut utiliser les parenthèses pour forer la priorité et, aessoirement rendre le pro-gramme plus lisible. Les expressions préédentes deviennentx-((y**3)/100)a/(b*)-a+(/d)(x**y)**z) 15



16 CHAPITRE 2. EXPRESSIONS, INSTRUCTIONS ÉLÉMENTAIRESRemarque 2.1 (Quotient entre deux entiers) En Fortran 3/2 vaut 1, tandis que 3.0/2.0vaut (approximativement) 1.5. Quand les 2 opérandes sont de type entier le résultat de la divisionest le quotient entier. Il faut don bien érire les onstantes littérales de type real pour éviter les(mauvaises) surprises. ⋄2.1.2 Les expressions logiquesLes expressions logiques sont onstruites à partir de omparaison entre expressions numé-riques et d'opérateurs logiques.Fortran 90 (omme Fortran 77) dispose de 6 opérateurs de omparaison, présentés dans latable 2.1.2. Comme Fortran 90 �omprend� Fortran 77, on peut utiliser indi�éremment l'aniennenotation (i.e. elle de Fortran 77) ou la nouvelle, plus lisible.anienne notation nouvelle notation signi�ation.lt. < inférieur à.le. <= inférieur ou égal à.gt. > supérieur à.ge. >= supérieur ou égal à.eq. == égal à.ne. /= di�érent deTab. 2.2 � Opérateurs de omparaisonLa priorité des opérateurs de omparaison est inférieure à elle de tous les opérateurs arith-métiques. Les expressions suivantes n'ont don pas besoin de parenthèses.x**2 < a+bb**2-4.0*a* .gt. 0-b+sqrt(delta) < .5*os(2.0*omega)Remarque 2.2 (Egalité entre réels) L'opérateur de omparaison == ne doit être utilisé pourdes expressions réelles qu'ave beauoup de préaution ar il n'y a pas égalité absolue entre deuxréels. ⋄On peut également ombiner deux expressions logiques à l'aide des opérateurs logiqueslassiques, présentés dans la Table 2.1.2.opérateur signi�ation.and. et logique, i.e. vrai si les deux opérandes sont vrais.or. ou logique, i.e. vrai si au moins un opérande est vrai.not. négation.eqv. équivalene logique, i.e. vraie si les deux opérandes sont tous vrais ou tous faux,fausse dans le as ontraire.neqv. non équivalene logique, négation de l'opérateur préédent.Tab. 2.3 � Opérateurs logiques



2.2. LES INSTRUCTIONS ÉLÉMENTAIRES 17Remarque 2.3 On peut imprimer une expression logique. On obtient alors un F (pour .FALSE.)ou un T (pour .TRUE.) ⋄2.2 Les instrutions élémentaires2.2.1 L'a�etationL'a�etation se fait ave le symbole d'égalité (=). La forme la plus simple pour l'a�etationestvariable = onstanteLa forme générale estvariable = expressionomme danss=Pi*R**2h=sin(a)**2boole=(x<y .or. abs(z)<eps) ! affetation d'une expression logique2.2.2 Entrées/SortiesLa saisie des données au lavier se fait par l'instrution read simple (il existe une autreforme plus élaborée pour les �hiers).read *,var1,var2,...Les variables var1, var2,... sont alors entrées séparées par une virgule.Remarque 2.4 L'instrution read * orrespond à une pause lors de l'exéution du programme.Pour ontinuer, il su�t d'appuyer sur la touhe "entrée".L'a�hage des données à l'éran se fait soit à l'aide de l'instrution print, soit ave l'ins-trution write qui est aussi utilisée pour les �hiers, voir h. 7. La forme générale pour print estla suivanteprint fmt,element1,element2,...fmt est soit le aratère *, qui représente la sortie standard (i.e. éran), ou une spéi�ation deformat sous forme de haîne de aratères1. Voii quelques exemples d'instrutions d'impressionsimpleprint *,"a=",a," b=",b," =",print *,'La solution est x=',xPour formater une sortie, il faut spéi�er un format. En Fortran 90, la spéi�ation de formatse fait à l'aide d'une haîne de aratères. On peut spéi�er du texte, des nombres, des sauts delignes,... omme dansprint '("a=",F15.6,"b=",E15.8)',a,bprint '(/"x=",E15.8/)',xVoii les prinipaux hamps utilisés pour spéi�er un format.A Leture ou impression d'une haîne telle quelle. La longueur du hamp imprimésera elle de la haîne.1On rappelle qu'une haîne de aratère est délimitée par (') ou des guillemets (")



18 CHAPITRE 2. EXPRESSIONS, INSTRUCTIONS ÉLÉMENTAIRESIm Leture/Impression d'un entier sur m olonnes. Il y a adrage à droite dans lehamp imprimé.Fm.n Leture/Impression d'un réel sur m olonnes ave n hi�res après la virgule. Ilfaut tenir ompte de la virgule et du signe éventuel du réel dans le hoix de m.Em.n Leture/Impression d'un réel en notation exponentielle sur m olonnes ave nhi�res après la virgule.Gm.n Fontionne omme Fm.n mais la représentation dépend de son ordre de grandeur.Si le réel est trop grand, il s'érira ave un exposant./ Changement de ligne.x Eriture d'un espaeOn peut mentionner un fateur de répétition (une onstante non nulle sans signe) devantn'importe quel desripteur. Par exemple3I4est équivalent àI4, I4, I4Il est aussi possible d'appliquer e fateur de répétition à un groupe de desripteurs plaés entreparenthèses :2(I3,F15.8)est équivalent àI3,F15.8,I3,F15.8Remarque 2.5 Une spéi�ation de format est une haîne de aratères. Elle peut don êtrestokée dans une variable ou une onstante symbolique de type haîne. ⋄Voii un programme qui résume (presque) tout.program AFFICHEimpliit nonereal(8) :: x,piinteger :: i=12345print '(//,27("-"),/,"--- AFFICHAGE D''ENTIERS ---"/,27("-"),/)'print '("Entier format adapte : ",I6)',iprint '("Entier format non adapte : ",I4)',i*iprint '("Ave fateur de repetition : ",3I6)',i,2*i,3*ix=1.d0; pi=4.d0*atan(x)print '(//,27("-"),/,"--- AFFICHAGE DE REELS ---"/,27("-"),)'print '("Reel forme naturelle : ",F12.8)',piprint '("Reel forme exponentielle : ",E15.8)',piprint '("Reel format non adapte : ",F10.8)',100.d0*pi*piend program AFFICHEL'exéution de e programme donne.



2.2. LES INSTRUCTIONS ÉLÉMENTAIRES 19------------------------------ AFFICHAGE D'ENTIERS ------------------------------Entier format adapte : 12345Entier format non adapte : ****Ave fateur de repetition : 12345 24690 37035------------------------------ AFFICHAGE DE REELS ------------------------------Reel forme naturelle : 3.14159265Reel forme exponentielle : 0.31415927E+01Reel format non adapte : **********



20 CHAPITRE 2. EXPRESSIONS, INSTRUCTIONS ÉLÉMENTAIRES



Chapitre 3Struturation d'un programmeFortran
Le Fortran 77 ne disposait que de 2 strutures de ontr�le : la boule ave ompteur etl'alternative. Les branhements inonditionnels à l'aide de goto permettaient d'avoir les stru-tures répétitives pré et post testées. Fortran 90 dispose de nouvelles strutures qui la lasseraientpresque dans la atégorie des langages struturés. Toutefois, la notion de branhement n'a pastotalement disparu puisque sont apparus de nouvelles instrutions de branhement inonditionnel(exit, yle). Bien sûr les vieilles strutures de Fortran 77 sont toujours aeptées, par soui deompatibilité.3.1 Strutures alternativesL'alternative simple s'éritif (ondition) thenationendifou enoreif (ondition) thenation1elseation2endifVoii un petit exemple d'alternativeif (x>y) thenprint *,x,' est plus grand que ',yelseprint *,x,' est plus petit ou egal a ',yendifDans e petit exemple, haque ligne représente une instrution à part entière. Don si on veut enmettre plusieurs sur la même ligne, il faut prévoir des � ;�. Voii le petit exemple i�dessus sousforme plus onentrée (pas forément plus lisible).if (x>y) then; print *,x,' est plus grand que ',yelse; print *,x,' est plus petit ou egal a ',y ; endifLorsque l'ation se limite à une seule instrution, l'alternative simple peut s'érire aussi21



22 CHAPITRE 3. STRUCTURATION D'UN PROGRAMMEif (ondition) ationPar exemple, l'alternative simple suivanteif (x>imax) thenimax=xendifpeut se réduire àif (x>imax) imax=xL'alternative omplète (ave des "sinon si") est de la formeif (ondition_1) thenation_1else if (ondition_2) thenation_2...else if (ondition_n) thenation_nelseation_0endifNotez qu'il n'y a qu'un seul endif qui ferme l'alternative.Exemple 3.1 (Raines d'un polyn�me de degré 2) Voii un programme qui alule toutesles raines d'un trin�me en distinguant les di�érents as (raines réelles, omplexes, doubles, dis-tintes).program RACINEQ2impliit none ! ne jamais oublierinteger, parameter :: ir8=kind(1.d0) ! sous-type == real doublereal(kind=ir8), parameter :: eps=1d-12 ! préision des alulsreal(kind=ir8) :: a,b, ! oef. du trinomereal(kind=ir8) :: x1,x2, deltaomplex(kind=ir8) :: z1,z2 ! pour les raines omplexes! leture des oeffiientsprint *,'Entrer les oef. reels: a, b,  'read *,a,b,if (abs(a)>eps) thendelta=b*b-4.0*a* ! alul disriminantif (delta> 0) then ! as lassique : 2 raines reellesx1=.5*(-b-sqrt(delta))/ax2=.5*(-b+sqrt(delta))/aprint *,"Deux raines reelles distintes"print '("x1=",F12.8," x2=",F12.8)',x1,x2elseif (delta<0) then ! 2 raines omplexesx1=-.5*b/a ! partie reelle des rainesx2=.5*sqrt(abs(delta))/a ! partie imag. (valeur absolue)z1=mplx(x1,-x2) ! onversion -> z1



3.2. STRUCTURES ITÉRATIVES 23z2=mplx(x1,x2) ! onversion -> z2print *,"Deux raines omplexes :"print '("z1=(",2F12.8,")"," z2=(",2F12.8,")")',z1,z2else ! equation (x+.5*b/a)**2=0x1=-.5*b/a;print *,'("Une raine double",F12.8)',x1endifelse ! equation bx+=0if (abs(b)>eps) thenx1=-/bprint '("Une raine reelle x=",F12.8)',x1else; print *,'Equation indeterminee '; endifendifendVoii quelques exemples d'exéutionEntrer les oef. reels: a, b, 1.5, 2, 5.1897654Deux raines omplexes :z1=( -0.66666667 -1.73649047) z2=( -0.66666667 1.73649047)Entrer les oef. reels: a, b, 3.14159, 10.6573, 2Deux raines reelles distintesx1= -3.19294328 x2= -0.199383533.2 Strutures itératives (boules)Il y a trois types de strutures itératives en Fortran 90 qui ommenent toutes par do et seterminent par end do.3.2.1 Boule ave ompteur (boule do)C'est l'équivalent de la boule for du C. La forme générale est la suivante[nom:℄ DO var=debut,fin [,pas℄instrutionsEND DO [nom℄Avenom un identi�ateur quelonque de la boule. On verra plus loin son utilité quand on veut "asser"une boule.var un identi�ateur d'une variable de type integerdebut, fin, pas expressions quelonques de type integer. Si pas est omis, il est pris par défautégal à 1.Voii une boule qui alule la somme des entiers de 1 à n.s=0do i=1,n ! le pas vaut 1 par défauts=s+iend do



24 CHAPITRE 3. STRUCTURATION D'UN PROGRAMMEDans le as où on ne fait que la somme des nombres impairs, il su�t de prendre un pas qui permetde passer d'un nombre impair à un autres=0do i=1,n,2s=s+iend do3.2.2 Boule "tant que" (do while)C'est l'équivalent de la boule while du C. Cette struture de boule n'existe pas en Fortran77. La forme générale est la suivante.[nom:℄ DO WHILE (expression_logique)instrutionsEND DO [nom℄Pour que la boule puisse se terminer, il faut que la valeur de expression_logique ait des hanesd'être modi�ée dans les instrutions internes. Sinon, on obtient une boule in�nie.Exemple 3.2 (Limite d'une suite réurrente) Soit la suite réurrente dé�nie par
un+1 =

u3
n + 3aun

3u2
n + a

, u0 = 1où a est un réel stritement positif. La suite un onverge vers √a, pour a > 0 donné.program SUITE_RECCimpliit none ! pour inhiber le typage impliiteinteger, parameter :: IterMax=100 ! nb max d'itérationsinteger, parameter :: ir8=kind(1.d0) ! sous-type réel doublereal(8), parameter :: eps=1d-6 ! préision des alulsreal(kind=ir8) :: areal(kind=ir8) :: u,u1 ! termes ourant et préédantinteger :: iterreal(kind=ir8) :: erreur! Leture de a et alphaprint *,'Entrer le reel a >0 :'read *,aerreur=1u1=1iter=0do while (erreur>eps .and. iter<IterMax)iter=iter+1u=(u1*u1*u1+3*a*u1)/(3*u1*u1+a) ! terme ouranterreur=abs(u-u1)/u ! erreur relative entre u et u1u1=uend doprint '("La limite de la suite est ",F12.8) ',uprint '("Apres ",I4," iterations ")',iterend program SUITE_REC



3.2. STRUCTURES ITÉRATIVES 25Voii quelques exéutionsEntrer le reel a >0 :3.14159La limite de la suite est 1.77245310Apres 4 iterationsEntrer le reel a >0 :32.184789La limite de la suite est 5.67316393Apres 5 iterationsRemarque 3.1 Si le programme est destiné à un ordinateur vetoriel ou parallèle, il ne faututiliser la boule do while que lorsque la situation s'y prête vraiment. En e�et le programmeobtenu risque de ne pas être très optimisé ar ette boule est fortement séquentielle. ⋄3.2.3 Sortie antiipée d'une boule : exitCette instrution sert à interrompre le déroulement d'une boule. Elle peut apparaître dansn'importe quelle boule, ave ou sans ompteur. Voii un exemple simple.alpha=0.67s=stok ! stok>0do i=1,nif (s<0) exit ! on arrete si s devient négatifs=s-alpha*real(i) ! real(i) onvertit l'entier i en réelend doLorsque l'instrution exit apparaît dans une boule qui est elle-même imbriquée dans uneautre boule, elle ne met �n qu'à la boule la plus interne. Dans l'exemple suivanti=0;do while (i<m)u=1;do j=1,ns=m*m-i*jif (s<0) exitu=s*uend doprint *,"i=",i," u=",sqrt(u)end doseule la boule en j est prématurément arrêtée. Si on veut interrompre la boule en i, on peuttoujours ajouter une deuxième instrution exit mais il y a mieux. Il su�t de donner un nom à laboule et de préiser juste après l'instrution exit le nom de la boule à interrompre. Si on veutsortir de la boule en i dans l'exemple i�dessus, il faut don fairei=0;Julie : do while (i<m) ! on donne un nom a la boule ritiqueu=1;do j=1,ns=m*m-i*jif (s<0) exit Julie ! on sort de la boule julieu=s*uend doprint *,"i=",i," u=",sqrt(u)end do Julie ! fin Julie



26 CHAPITRE 3. STRUCTURATION D'UN PROGRAMME3.2.4 Boulage antiipé : yleCette instrution permet de passer prématurément au tour de boule suivant. Elle marheave toutes les boules ave les mêmes méanismes que l'instrution exit. Pour les boules aveompteur non prédé�ni, il faut veiller à ne pas "yler" avant d'avoir inrémenter le ompter.j=0Emma : do while (j<10)j=j+1s=real(j*j)do i=1,ns=s+iif (s>seuil) yle Emma ! on passe au prohain tour de boule de Emmaend doprint *,"Somme =",send do Emma3.2.5 Boule in�nie : instrution doIl existe une boule "sans �n" en Fortran, qui peut sembler urieuse à première vue. Laforme générale de ette boule est la suivante.[nom :℄ do......end doEn pratique, il faut arrêter la boule ave l'instrution exit omme dans l'exemple suivant.do print *,"Entrez un entier positif"read *,iif (i>0) exit ! on arrête si i>Oend do3.3 Struture de hoix multiple : l'instrution selet aseFortran 90 dispose d'une vraie struture de hoix multiple ave l'instrution selet ase.La forme générale est la suivante (ave la onvention [℄ pour les options).[nom :℄ selet ase (exp_sal)ase (seleteur) [nom℄...[ ase default [nom℄...℄end selet [name℄Ave :exp_sal expression salaire de type integer ou haraterseleteur liste omposée de 1 ou plusieurs éléments de la forme� valeur� intervalle de la forme [valeur1℄ :valeur2 ou valeur1 :[valeur2℄les valeurs onernées devant être du même type que exp_sal.Mais sans plus attendre, voii un exemple "parlant".



3.4. L'INSTRUCTION STOP 27program SELECTCASEimpliit noneinteger :: nprint *,"Donnez un nombre entier "read *,nselet ase (n)ase (0)print *,"n=0"ase (1,2)print *,"n=1 ou n=2"ase (3:10)print *,"3 <= n <= 10"ase (11:)print *,"n >= 11"ase defaultprint *,"n < 0"end seletend program SELECTCASELes lignes de la forme ase (...) sont des instrutions à part entière. Si on veut les plaersur la même ligne que l'instrution suivante, il faut utiliser un point-virgule omme séparateur.3.4 L'instrution stopL'instrution stop remplae avantageusement les branhements "sauvages" à l'instrutionend, de �n de programme, à l'aide de l'instrution goto. L'instrution stop peut s'utiliser n'importeoù omme n'importe quelle instrution exéutable. On peut don érire :if (...) thenprint *,"Probleme insurmontable -- on arrete tout"stopendif



28 CHAPITRE 3. STRUCTURATION D'UN PROGRAMME



Chapitre 4Les tableaux
Un tableau est un ensemble ordonné d'éléments de même type représentés par un identi�a-teur unique ; haque élément étant repéré par un indie. Comme tous les langages, Fortran permetde manipuler des tableaux. Mais Fortran 90 introduit de nombreuses failités, fort puissantes et ab-sentes de la plupart des autres langages : opérations globales, manipulation de portion de tableau,a�etation onditionnelle, nombreuses fontions intrinsèques, et.Notons que ertaines notions liées aux sous�programmes (transmission de tableaux, fon-tions à valeurs tableaux, fontions intrinsèques relatives aux tableaux,...) seront abordées dans leshapitres 5 et 6.4.1 Quelques dé�nitions utilesDé�nition 4.1 (Rang d'un tableau) Le rang d'un tableau est son nombre de dimensions. Unveteur est de rang 1, une matrie de rang 2, et... Un salaire est onsidéré omme de rang 0. EnFortran 90, un tableau peut avoir jusqu'à 7 dimensions au maximum.Dé�nition 4.2 (Etendue d'un tableau) Dans haque dimension, un tableau a une étendue,qui est le nombre de omposantes du tableau dans ette dimension.Dé�nition 4.3 (Pro�l d'un tableau) Le pro�l d'un tableau est la suite des étendues de etableau selon ses dimensions suessives sous forme d'un veteur d'entiers (soit 1 entier pourun veteur, 2 pour une matrie, et.).Le produit des étendues représente la taille du tableau, i.e. son nombre d'éléments.Dé�nition 4.4 (Tableaux onformants) Deux tableaux sont dits onformants s'ils ont le mê-me pro�l. Par onvention un salaire est onformant ave tout tableau.4.2 Délaration, initialisationPour délarer un tableau, il su�t de préiser l'attribut dimension (après le type) lors de sadélaration. Voii quelques délarations de tableaux.integer, dimension(5) :: idx ! simple veteurreal(8), dimension(3,4) :: A ! matrie 3 lignes 4 olonnesreal, dimension(-1:10,0:10) :: C ! matries 12 lignes 11 olonnesComme on le onstate, lorsque que la valeur initiale des indies n'existe pas, elle est prisepar défaut égale à 1. Ainsi, la délarationinteger, dimension(5) :: v 29



30 CHAPITRE 4. LES TABLEAUXest équivalente àinteger, dimension(1:5) :: vOn peut maintenant tester les dé�nitions vues plus haut à partir des délarations suivantes.real, dimension(-5:4,0:2) :: xreal, dimension(0:9,-1:1) :: yreal, dimension(2,3,0:5) :: zLes tableaux x et y sont de rang 2, tandis que z est de rang 3. L'étendue des tableaux x et y est10 dans la première dimension et 3 dans la deuxième. Ils ont le même pro�l : le veteur (10 3). Ilssont don onformants. Leur taille est égale à 30. Le pro�l du tableau z est le veteur (2 3 6). Sataille est égale à 36.Dé�nition 4.5 (Construteur de tableau) Un onstruteur de tableau est une liste de sa-laires (de même type !) dont les valeurs sont enadrées par les aratères (/ et /).La liste peut être expliite omme(/3, 5, 1, 8, 12/)ou omportée une boule impliite omme(/ (3*i+1, i=1,3) /) ! liste (/ 4,7,10 /)Pour le ompteur, on utilise la même règle que dans la boule do, i.e.(/ (expression, ompteur=debut, fin [,pas℄) /)Par exemple(/ (3*i+1, i=1,6,2) /)représente une liste de 3 entiers : (/ 4,10,16 /).Remarque 4.1 La syntaxe bizarre (/ ... /) est utilisée pour éviter tout on�it ave les nombresomplexes. En e�et le nombre omplexe =(0,1) n'est di�érent de la liste =(/ 0,1 /) que par laprésene des barres obliques.Grâe au onstruteur, on peut initialiser un tableau au moment de sa délaration ou lorsd'une instrution d'a�etation. Toutefois, ei n'est possible que pour les tableaux de rang 1. Pourles tableaux de rang supérieur à 1, on utilisera la fontion reshape détaillée plus loin.Voii quelques exemples d'initialisation.integer :: i ! ompteurinteger, dimension(5) :: idx=(/ 2,6,11,8,2 /) ! a la délarationreal, dimension(0:90) :: x=(/ (2*i-3, i=0,90) /) ! notez que i a été délareinteger, dimension(10):: kx ! délaration simple...kx=(/ (2*i+1,i=1,10) /) ! dans une affetationSi un ompteur est utilisé dans le onstruteur, il doit absolument avoir été délaré avant utilisation.Grâe au onstruteur de tableau, on peut délarer des tableaux onstants, i.e. en parameter.En voii un exemple :integer, dimension(4), parameter :: idx=(/ 2,3,1,2 /)Pour utiliser un onstruteur ave un tableau de dimension supérieure à 1, on utilise lafontion reshape dont la forme simple est :reshape(soure,shape)



4.3. OPÉRATIONS GLOBALES SUR LES TABLEAUX 31avesoure un tableau de rang 1 de type quelonque. Le tableau soure ontient la listed'éléments qui serviront dans l'initialisation.shape un tableau d'entiers non négatifs de rang 1. Le tableau shape ontient le pro�l dela matrie à remplir.Considérons les délarations suivantes :integer, dimension(6) :: idx=(/ (i,i=1,6) /) ! liste onstanteinteger, dimension(3,2) :: v=reshape(idx,(/ 3,2 /)) ! initialisation de vL'instrution d'initialisationv=reshape(idx,(/ 3,2 /))est équivalente àv(1,1)=idx(1)v(2,1)=idx(2)v(3,1)=idx(3)v(1,2)=idx(4)v(2,2)=idx(5)v(3,2)=idx(6)L'ordre de remplissage de v paraît bizarre, à première vue. Cela vient du Fortran historique. Ene�et, en Fortran, les matries sont stokées par olonne de sorte qu'en mémoire une matrie estun veteur onstitué de olonnes de la matrie mises bout à bout. Le remplissage se fait don parolonne !On verra, dans la partie opérations globales sur les tableaux, une autre forme d'initialisation(par un salaire).4.3 Opérations globales sur les tableauxOn peut a�eter une valeur à tous les éléments d'un tableau, puisqu'un salaire est onfor-mant ave tout tableau. Par exemple, soit la délarationreal, dimension(10) :: uL'instrution d'a�etation globale suivanteu=0.0onsiste en l'a�etation de la valeur (salaire) 0 à tous les éléments du tableau u. Elle est donéquivalente à la bouledo i=1,10u(i)=0.0end doDe la même manière, aveinteger, dimension(10,25) :: Al'instrutionA=1a�ete la valeur 1 aux 250 éléments du tableau A.L'a�etation globale d'un salaire à tous les éléments d'un tableau peut aussi être utiliséepour initialiser un tableau lors de sa délaration. Dans l'exemple suivant



32 CHAPITRE 4. LES TABLEAUXinteger, parameter :: dim=100real, dimension(dim) :: x=0le tableau x est initialisé à 0 lors de sa délaration.En Fortran 90, on peut utiliser les opérateurs + et * diretement sur les tableaux (et nonseulement sur leurs éléments). On obtient e qu'on appelle une expression tableau, i.e. une expres-sion qui fournit omme résultat un tableau.Soit les délarationsinteger, parameter :: dim=100real, dimension(dim) :: x,y,zL'instrutionz=x+yest équivalente àdo i=1,dimz(i)=x(i)+y(i)end doDe même, l'instrutionz=x*yest équivalente àdo i=1,dimz(i)=x(i)*y(i)end doDon, dans le as du produit x*y il s'agit d'un produit élément par élément et non d'un produitsalaire (qu'on obtient grâe à la fontion intrinsèque dot_produt, onf. h. 6).On a vu qu'un salaire était onformant ave tout tableau. Don dans une expression tableau,on peut avoir des salaires omme opérandes. Ainsi l'instrutionz=x+y+3.14159est équivalente àdo i=1,dimz(i)=x(i)+y(i)+3.14159end doBien sûr, omme on pouvait s'en douter, toutes es opérations ne sont possibles que si lestableaux opérandes ont le même pro�l, i.e. le même nombre d'éléments dans haque dimension. Iln'est pas néessaire que les indies aient les mêmes limites. Par exemples, ave les délarationsreal, dimension(-5:5) :: x ! profil (/ 11 /)real, dimension(11) :: y,z ! profil (/ 11 /)real, dimension(5:16) :: u ! profil (/ 11 /)on peut érirex=zz=y+uLa notion de pro�l devient enore plus importante lorsqu'il s'agit de tableaux à plusieurs dimen-sions. Soit les délarations



4.4. SECTION DE TABLEAU, VECTEUR D'INDICES 33real, dimension(10,20) :: a ! profil (/ 10,20 /)real, dimension(-2:7,10:29) :: b ! profil (/ 10,20 /)real, dimension(10, 0:19) ::  ! profil (/ 10,20 /)Alors l'instrution=a+best équivalente àdo i=1,10do j=1,20(i,j-1)=a(i,j)+b(i-3,j+9)end doend doRemarque 4.2 La valeur d'une expression tableau est entièrement évaluée avant d'être a�etée.Ce qui nous permet d'érirex=2*x ! multiplie tous les éléments de x par 2x=x+1 ! augmente de 1 la valeur des éléments de xRemarque 4.3 Dans les expressions de la formez=x+y=a+bil n'apparaît pas d'emblée que e sont des tableaux. Pour augmenter la lisibilité du ode, on peutérirez(:)=x(:)+y(:)(:,:)=a(:,:)+b(:,:)4.4 Setion de tableau, veteur d'indiesEn pratique, ave les tableaux statiques, il y a une di�érene entre la taille physique d'untableau (�xée lors de la délaration) et la taille e�etive (i.e. elle qui est spéi�ée dans les boules).Don si on veut initialiser seulement la partie e�etive d'un tableau ou e�etuer les opérationspréédentes sur des portions de tableaux, on ne peut plus utiliser les failités des opérations globales.En Fortran 90 il est possible de faire référene à une partie d'un tableau appelée setion tableau (ousous-tableau). Une setion tableau est elle-même un tableau (ave un rang et un pro�l). La setionest dite régulière si les indies (du tableau d'origine) ayant servi à la réer forment une progressionarithmétique. Dans le as ontraire on parle de setion irrégulière.4.4.1 Setion régulièreOn dé�nit une setion régulière de la façon suivantevar_tableau([debut℄:[fin℄[:pas℄)ave debut, fin et pas des expressions entières quelonques. Lorsqu'une de es expressions estomise, 'est sa valeur par défaut qui est prise en ompte. Les valeurs par défaut sont :� la valeur du premier indie du tableau pour debut,� la valeur du dernier indie du tableau pour fin,� 1 pour pas.Soit le tableau délaré i-après



34 CHAPITRE 4. LES TABLEAUXreal, dimension(100) :: uVoii quelques setions tableau de uu(:) ! tout le tableau uu(:50) ! les 50 premiers éléments de uu(51:) ! les 50 derniers éléments de uu(10:20) ! les éléments u(i), 10<=i<=20u(1:100:2) ! tous les éléments d'indies impairs de uAve les délarations suivantesreal, dimension(10) :: xreal, dimension(5) :: yon peut érirey=x(1:5) ! on affete a y les 5 premiers éléments de xUne setion régulière peut apparaître à gauhe d'une instrution d'a�etation. On peut donérirex(1:5)=1 ! on initialise a 1 les 5 premiers éléments de xVoii d'autres a�etations orretesy(:)=x(1:5)*x(6:10)+1y(1:4)=.5*(x(2:5)-x(7:10))Comme on l'a déjà signalé, une expression tableau est entièrement évaluée avant d'êtrea�etée. Ainsi on peut érire (ave le tableau x préédent)x(2:9)=(x(1:8)+x(3:10))/2On remplae haque omposante de x, exeptés les deux extrêmes, par la valeur moyenne des deuxomposantes voisines. Sans utiliser de setion tableau, il ne faudrait surtout pas ériredo i=2,9x(i)=(x(i-1)+x(i+1))/2end doar le résultat sera fort éloigné de elui esompté.Remarque 4.4 Une setion régulière est en réalité une pseudo-boule do. Ainsi dans l'instrutionx(1:n)=0il ne se passera rien si n < 1, omme dans une boule do.4.4.2 Veteur d'indies (setion non régulière)Lorsque les indies d'une setion tableau ne forment pas une progression arithmétique, onpeut les regrouper dans un veteur d'entiers. Soit les délarationsreal, dimension(5) :: xreal, dimension(10) :: yOn sait que (/ 1,3,7,10 /) est un veteur (onstant) d'entiers. Alors y((/ 1,3,7,10 /)) estun tableau de 4 éléments onstitué des éléments y(1), y(3), y(7), y(10). On peut don érirey((/ 1,3,7,10 /)) = 0.x(2:5)=y((/ 1,3,7,10 /))



4.4. SECTION DE TABLEAU, VECTEUR D'INDICES 35Ce qui orrespond ày(1)=0.; y(3)=0.; y(7)=0.; y(10)=0.x(2)=y(1); x(3)=y(3); x(4)=y(7); x(5)=y(10)En général, pour des raisons évidentes de lisibilité, on préfère utiliser une variable tableau,ave un ontenu pouvant évoluer. Si l'on délareinteger, dimension(4) :: idx=(/ 1,3,7,10 /)l'a�etation préédente devienty(idx)=0.x(2:5)=y(idx)Les indies peuvent être répétés dans les veteurs d'indies omme dansinteger, dimension(4) :: idx=(/ 2,2,7,10/)Il n'y a auune ambiguïté lorsqu'on veut seulement utiliser la valeur de ette setion tableau. Ainsi,l'instrutionx(2:5)=y(idx)orrespond àx(2)=y(2); x(3)=y(2); x(4)=y(7); x(5)=y(10)On voit tout de suite qu'on ne peut pas érirey(idx)=x(2:5) ! INTERDITpuisque y(2) reevrait 2 valeurs distintes.Remarque 4.5 D'une manière générale, lorsqu'une setion tableau apparaît à gauhe d'une af-fetation, elle ne doit pas faire intervenir deux fois le même élément. ⋄4.4.3 Cas des tableaux à plusieurs dimensionsPour un tableau de rang supérieur à 1, tout e qu'on vient de voir est valable pour haquedimension. Soit les délarationsreal, dimension(5,10) :: areal, dimension(5,5) :: bAlors a(1:5,1:5) est un tableau de rang 2 de pro�l (/ 5,5 /), omme b. On peut don érireb=2*a(1:5,1:5)+1On peut ombiner une setion pour ertaines dimensions et un indie pour d'autres. Lanotation a(2,1:5) représente un tableau de rang 1 de 5 éléments mais a(2:2,1:5) représente untableau de rang 2 de pro�l (/ 1,5 /).Voii quelques exemples de manipulations de tableaux de rang 2 ave des setions de ta-bleaux.Exemple 4.1 (Permuter deux lignes i et j d'une matrie) L'opération se fait sans boulemais il nous faut un veteur de stokage.



36 CHAPITRE 4. LES TABLEAUXinteger, parameter :: ndmax=100 ! dimension physique des tab.integer :: nd ! dimension réelle (effetive) des tab.real, dimension(ndmax) :: x ! veteur de travailreal, dimension(ndmax,ndmax) :: A...x(1:nd)=A(i,1:nd) ! reopie la ligne i dans xA(i,1:nd)=A(j,1:nd) ! reopie la ligne j dans la ligne iA(j,1:nd)=x(1:nd) ! reopie x dans la ligne j...Exemple 4.2 (Combinaison linéaire des lignes i et j d'une matrie) On e�etue la om-binaison linéaire de deux lignes i et j d'une matrie et on met le résultat dans la ligne i.integer, parameter :: ndmax=100 ! dimension physique des tab.integer :: nd ! dimension réelle (effetive) des tab.real :: 1,2 ! oeff. réels de la omb. lineairereal, dimension(ndmax,ndmax) :: A...A(i,1:nd)=1*A(i,1:nd)+2*A(j,1:nd) ! en une ligne seulement!!...Exemple 4.3 (Créer une matrie par blo) Soit A1 et A2 des matries arrées d'ordre n. Onveut réer une nouvelle matrie A de la forme
A =

(

A1 O
O A2

)où O est une matrie arrée d'ordre n ne ontenant que des 0.integer, parameter :: nmx =100 ! dim. physique de A1 et A2integer, parameter :: nmx2=2*nmax ! dim. physique de Ainteger :: n ! dim. effetive de A1 et A2.integer :: n2 ! dim. effetive de A (n2=2*n)real, dimension(nmx,nmx) :: A1, A2real, dimension(nmx2,nmx2) :: A...A(1:n2,1:n2) = 0. ! on initialise (juste e qu'il faut)A(1:n,1:n) = A1(1:n,1:n) ! blo A1A(n+1:n2,n+1:n2) = A2(1:n,1:n) ! blo A2...4.5 L'instrution whereOn a déjà vu omment les expressions tableaux simpli�ent la vie de l'Homo Numerius.Une autre évolution qui simpli�e la vie est que les fontions mathématiques élémentaires usuellesne s'appliquent plus seulement aux salaires mais aussi aux tableaux et, dans e as, retourne untableau de même pro�l. Par exempley(1:n)=sqrt(x(1:n))est équivalent àdo i=1,ny(i)=sqrt(x(i))end do



4.6. L'INSTRUCTION FORALL 37Alors se pose le problème du domaine de dé�nition de la fontion √xi. Mais que faire pour sé-letionner les bonnes valeurs ? Pour éviter les boules, il existe un ��ltre� en Fortran 90 : 'estl'instrution where qui séletionne les éléments d'un tableau suivant un test. La forme générale del'instrution where est la suivantewhere (expression_logique)blo_1elsewhereblo_2end whereVoii un exemple d'utilisation.real, dimension(10) :: x,y...where (x>0)y=log(x)elsewherey=1end whereLe bout de ode i-dessus est équivalent àreal, dimension(10) :: x,yinteger :: i...do i=1,10if (x(i)>0) theny(i)=log(x(i))elsey(i)=1endifend doLorsque blo_2 est absent et blo_1 se résume en une seule instrution, on peut utiliser laforme simpli�éewhere (expression_logique) instrutionomme danswhere (x>0) y=sqrt(x)4.6 L'instrution forallAve la boule do, l'ordre d'exéution des instrutions est prédéterminées par l'ordre de dé-roulement du ompteur. Ave l'instrution (Fortran 95) forall, le ontenu de la boule peut êtreexéuté dans n'importe quel ordre, indépendamment du ompteur. Cette boule est partiulière-ment destinée à une implémentation parallèleforall (i1=d1:p1:f2,...,in=dn:pn:fn)...end forallPar exemple, la matrie de Hilbert d'ordre n est donnée par
Hij = 1/(i + j − 1), i, j = 1, . . . , n.Ave l'instrution forall, on remplae la double boule par



38 CHAPITRE 4. LES TABLEAUXforall (i=1:n,j=1:n)H(i,j)=1.d0/dble(i+j-1)end for allLorsque le ontenu de la boule se réduit à une seule instrution, on peut utiliser la forme simpli�éeomme pour les instrutions if et where. Pour la matrie de Hilbert, la fome simpli�ée estforall (i=1:n,j=1:n) H(i,j)=1.d0/dble(i+j-1)4.7 Tableaux dynamiquesIl arrive fréquemment que l'on ait à manipuler des tableaux dont les étendues ne sont pasonnues lors de l'ériture du programme. Ce qui est le as lorsque l'étendue d'un tableau varied'une exéution à une autre. Parfois le tableau ne sert que pendant une partie de l'exéution duprogramme. En Fortran 77, il était néessaire de �surdimensionner� les tableaux en question.Un apport intéressant de Fortran 90 est la possibilité de faire de l'alloation dynamique demémoire. Pour allouer un tableau dynamiquement, il faut le délarer ave l'attribut alloatable.Le rang du tableau doit être onnu. Par exemple pour des tableaux de réels de rang 1 et 2, ladélaration est don obligatoirement de la formereal, dimension(:), alloatable :: veteur ! veteur (réel) dynamiquereal, dimension(:,:), alloatable :: matrie ! matrie (réelle) dynamiqueL'alloation s'e�etuera grâe à l'instrution alloate à laquelle on indiquera le pro�l désiré. Voiidi�érentes manières d'allouer les tableaux allouables veteur et matrie i-dessus.alloate(veteur(n)) ! vet. de taille nalloate(veteur(n1:n2)) ! veteur(i), n1<=i<=n2alloate(matrie(m,n)) ! mat. de taille m*nalloate(matrie(m1:m2,n1:n2))alloate(veteur(n),matrie(m,n)) ! alloation simultanéeLa fontion intrinsèque alloated permet de savoir si un tableau a été déjà alloué ou non.A noter qu'en as d'éhe d'alloation, à ause d'une mémoire insu�sante par exemple, il y a arrêtde l'exéution. Pour éviter e omportement brutal, un paramètre optionnel stat permet de savoirsi l'alloation a réussie ou ehouée. Voii un exemple.program ALLOCimpliit nonereal, dimension(:,:), alloatable :: a ! tableau dynamiqueinteger :: m,n ! futur profil du tableauinteger :: aerr ! pour l'erreur d'alloationprint *,'Entrer le profil de la matrie (m,n) :'read *,m,n...if (.not. alloated(a)) then ! a n'est pas enore allouealloate(a(m,n),stat=aerr) ! alloation de a : profil (m,n)! réupération de l'erreur dans aerrif (aerr /= 0) then ! si aerr<>0, l'allo a éhouéprint *,''Erreur dans l'alloation du tableau a :''stopendifendif...dealloate(a) ! on libère l'emplaement de a...end program ALLOC



4.7. TABLEAUX DYNAMIQUES 39Exemple 4.4 (Méthode de la puissane) Soit A une matrie réelle d'ordre n. On supposeque les valeurs propres de A sont ordonnées de la façon suivante
|λ1| > |λ2| > · · · > |λn|ave λ1 de multipliité 1. Étant donné un veteur initial q0, de norme eulidienne 1, onsidéronspour k = 1, 2, . . . la méthode itérative suivante, onnue sous le nom de méthode de la puissane

vk = Aqk−1

qk =
vk

‖ vk ‖
λk = (Aqk, qk)On montre que λk tend vers λ1, la plus grande valeur propre de A, lorsque k −→ +∞. On arrêteles aluls si

|λk − λk−1|
|λk| < ε,où ε > 0 est la préision des aluls.Le programme i-après alule une valeur approhée de λ1 pour la matrie de Hilbert Hdé�nie par

Hij =
1

i + j − 1
, i, j = 1, . . . , n.Tous les tableaux utilisés sont dynamiques. On utilise les fontions intrinsèques suivantes (voirhapitre 6 pour les détails)dble onvertit un entier en réel doubledot_produt produit salaire de deux veteursmatmul produit matrie/matrie ou matrie/veteur ave les ontraintes mathéma-tiques usuelles sur le produit matriiel.program HILBERTVPimpliit none! Plus grande valeur propre de la matrie de Hilbert! Methode de la puissaneharater(len=*), parameter :: fmt='("Iter=",I4,&&" lambda=",E15.8," Err=",E15.8)'integer, parameter :: IterMax=250 ! nb max d'itérationsreal(8), parameter :: eps=1.d-8 ! préision du résultatreal(8), dimension(:,:), alloatable :: a ! matrie de Hilbertreal(8), dimension(:), alloatable :: v,q ! vet. de travailreal(8) :: lambda ! plus grande val. proprereal(8) :: lambda1, erreurinteger :: n,i,j,iter! leture de la taille de la matrieprint *,'Entrer la taille de la matrie de Hilbert 'read *,n! alloation des tableaux a,v,q,aqalloate(a(n,n))alloate(v(n))alloate(q(n))! remplissage de la matrie de Hilbert



40 CHAPITRE 4. LES TABLEAUXdo i=1,na(i,:)=(/ (1.d0/dble(i+j-1), j=1,n) /) ! utilisation d'une listeend do! initialisation de q tel que |q|=1q=0; q(1)=1.d0lambda1=1.d0; erreur=1iter=0;do while (erreur>eps .and. iter<IterMax) ! boule prinipaleiter=iter+1v=matmul(a,q) ! v=Aqq=v/sqrt(dot_produt(v,v)) ! q=v/|v|lambda=dot_produt(q,matmul(a,q)) ! (Aq,q)erreur=abs(lambda-lambda1)/abs(lambda) ! erreur relativelambda1=lambdaprint fmt,iter,lambda,erreur ! affihageenddoprint '("La plus grande valeur propre est : ",F15.10)',lambdaprint '("Nombre d''iterations neessaires : ",I4)',iterend program HILBERTVPRemarque 4.6 La fontion intrinsèque dble onvertie les entiers en en réels double.Ave des tableaux statiques, il aurait fallu préiser les setions de tableaux onernés lorsde l'appel des fontions intrinsèques. Par exemple pour le produit salaire, il aurait fallu ériredot_produt(v(1:n),v(1:n))Voii quelques exemples d'exéution.Entrer la taille de la matrie de Hilbert4Iter= 1 lambda= 0.14911498E+01 Err= 0.32937658E+00Iter= 2 lambda= 0.15000983E+01 Err= 0.59652573E-02Iter= 3 lambda= 0.15002128E+01 Err= 0.76327551E-04Iter= 4 lambda= 0.15002143E+01 Err= 0.97031100E-06Iter= 5 lambda= 0.15002143E+01 Err= 0.12333994E-07Iter= 6 lambda= 0.15002143E+01 Err= 0.15678210E-09La plus grande valeur propre est : 1.5002142801Nombre d'iterations neessaires : 6Entrer la taille de la matrie de Hilbert25Iter= 1 lambda= 0.18439228E+01 Err= 0.45767793E+00Iter= 2 lambda= 0.19431849E+01 Err= 0.51082167E-01Iter= 3 lambda= 0.19511112E+01 Err= 0.40624852E-02Iter= 4 lambda= 0.19517082E+01 Err= 0.30586424E-03Iter= 5 lambda= 0.19517529E+01 Err= 0.22916229E-04Iter= 6 lambda= 0.19517562E+01 Err= 0.17162877E-05Iter= 7 lambda= 0.19517565E+01 Err= 0.12853585E-06Iter= 8 lambda= 0.19517565E+01 Err= 0.96262572E-08La plus grande valeur propre est : 1.9517565153Nombre d'iterations neessaires : 8



4.8. ENTRÉES/SORTIES DE TABLEAUX 41Entrer la taille de la matrie de Hilbert1000Iter= 1 lambda= 0.19917362E+01 Err= 0.49792548E+00Iter= 2 lambda= 0.23071073E+01 Err= 0.13669546E+00Iter= 3 lambda= 0.24056663E+01 Err= 0.40969537E-01Iter= 4 lambda= 0.24332490E+01 Err= 0.11335741E-01Iter= 5 lambda= 0.24405716E+01 Err= 0.30003547E-02Iter= 6 lambda= 0.24424821E+01 Err= 0.78220227E-03Iter= 7 lambda= 0.24429781E+01 Err= 0.20301830E-03Iter= 8 lambda= 0.24431066E+01 Err= 0.52628135E-04Iter= 9 lambda= 0.24431400E+01 Err= 0.13638216E-04Iter= 10 lambda= 0.24431486E+01 Err= 0.35339411E-05Iter= 11 lambda= 0.24431508E+01 Err= 0.91569552E-06Iter= 12 lambda= 0.24431514E+01 Err= 0.23726861E-06Iter= 13 lambda= 0.24431516E+01 Err= 0.61479285E-07Iter= 14 lambda= 0.24431516E+01 Err= 0.15930047E-07Iter= 15 lambda= 0.24431516E+01 Err= 0.41276765E-08La plus grande valeur propre est : 2.4431516130Nombre d'iterations neessaires : 154.8 Entrées/Sorties de tableauxUne instrution d'entrée-sortie peut ontenir n'importe qu'elle forme de tableau (éléments,sous-tableau, tableau). Soit les délarationsinteger, dimension(5) :: mreal, dimension(5,5) :: xOn peut seulement faire apparaître les éléments, omme dansread *, m(1), m(2)print *, x(1,2), x(1,3), x(1,5)On peut aussi utiliser le nom du tableau ou des expressions tableaux, omme dansread *, m ! équivalent a read *, m(1),m(2),m(3),m(4),m(5)print *, x+1 ! équivalent a print *,x(1,1)+1,x(2,1)+1,x(3,1)+1,...Dans e as haque nom de tableau représente la liste de tous ses éléments. Pour un tableau derang 1, l'ordre est naturel. Pour les tableaux de rang supérieur à 1, l'ordre de la liste est eluid'arrangement des éléments en mémoire, 'est-à-dire olonne par olonne.On peut aussi utiliser une setion de tableau. Ainsi les instrutionsread *, m((/1,4,2/))print *, x(1:3,2)sont équivalentes àread *, m(1), m(4), m(2)print *, x(1,2), x(2,2), x(3,2)Toutefois, dans le as d'une leture, il faut éviter que, dans une même setion, le mêmeélément ne soit ité deux fois. Ainsiread *, m((/2,4,2/))est inorret puis qu'équivalent àread *, m(2),m(4),m(2)



42 CHAPITRE 4. LES TABLEAUXUne alternative aux setions tableau est l'utilisation de listes impliites omme dansread *, (m(i),i=1,4)Pour obtenir l'a�hage d'un tableau de rang 2 suivant l'ordre naturel, on ombine listeimpliite et bouledo i=1,5print *,(x(i,j), j=1,5)end doExemple 4.5 (A�hage de la matrie de Hilbert) Voii un programme qui a�he la ma-trie de Hilbert dans le format usuel, i.e. ligne par ligne.program HILBERTMATimpliit noneharater(len=10), parameter :: fmt='(8F15.8)' ! onstante formatinteger, parameter :: nmax=10 ! taille maxreal(8), dimension(nmax,nmax) :: h ! matrie de Hilbertinteger :: n ! taille réelleinteger :: i,jprint *,'Entrer la taille de la matrie 'read *,n! remplissage de la matrie de Hilbertdo i=1,ndo j=1,nh(i,j)=1.d0/dble(i+j-1)end doend do! affihageprint '(//"Matrie de Hilbert d''ordre : ",I3/)',ndo i=1,nprint fmt,(h(i,j),j=1,n)end doend program HILBERTMATVoii quelques résultats d'exéution.Entrer la taille de la matrie3Matrie de Hilbert d'ordre : 31.00000000 0.50000000 0.333333330.50000000 0.33333333 0.250000000.33333333 0.25000000 0.20000000Entrer la taille de la matrie5



4.8. ENTRÉES/SORTIES DE TABLEAUX 43Matrie de Hilbert d'ordre : 51.00000000 0.50000000 0.33333333 0.25000000 0.200000000.50000000 0.33333333 0.25000000 0.20000000 0.166666670.33333333 0.25000000 0.20000000 0.16666667 0.142857140.25000000 0.20000000 0.16666667 0.14285714 0.125000000.20000000 0.16666667 0.14285714 0.12500000 0.11111111On déide de remplaer la délaration de la onstante de format parharater(len=10), parameter :: fmt='(8E15.8)' ! onstante formatOn obtient omme a�hage :Entrer la taille de la matrie4Matrie de Hilbert d'ordre : 40.10000000E+01 0.50000000E+00 0.33333333E+00 0.25000000E+000.50000000E+00 0.33333333E+00 0.25000000E+00 0.20000000E+000.33333333E+00 0.25000000E+00 0.20000000E+00 0.16666667E+000.25000000E+00 0.20000000E+00 0.16666667E+00 0.14285714E+00
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Chapitre 5Proédures et fontions
Un ode Fortran digne de e nom est en général onstitué d'un programme prinipal et deplusieurs sous�programmes, la plupart du temps dans des �hiers séparés. En Fortran 77, haquesous�programme est une unité de ompilation distinte. Elle est ompilée omme un tout, indé-pendamment de toutes les autres et du programme prinipal suseptible de l'utiliser. La visibilité,entre unités de ompilation, est don très réduite et le ontr�le de ohérene des arguments trèslimité. On parle alors d'interfae impliite. C'est l'interfae par défaut du Fortran 90. Fortran 90introduit la notion d'interfae expliite qui augmente la visibilité entre unités de ompilation. Enoutre la voation des arguments peut être préisée. D'où un meilleur ontr�le, par le ompilateur,de la ohérene des arguments.On distingue deux types de sous-programmes en Fortran : les fontions ou sous-programmes�expression� et les proédures ou sous�programmes �instrution�. Les fontions intrinsèques (ouprédé�nies) seront étudiées au hapitre suivant. A es notions lassiques s'ajoute, en Fortran 90,la notion de module qui permet de �abiliser la ommuniation entre unités de ompilation. Onnommera unité de programme un module, un sous�programme externe ou le programme prinipal.5.1 Les proédures5.1.1 Proédure externe (interfae impliite)On ommene par étudier les proédures externes simples (i.e. sans interfae), héritage deFortran 77. C'est le as qui onduit le plus souvent à des erreurs non détetées à la ompilation.Mais 'est sous ette forme qu'existe la plupart des sous-programmes des bibliothèques (héritageoblige). Voii un exemple de proédure (alul des raines réelles d'un trin�me) :subroutine trinome(a,b,,x1,x2)impliit none ! tres importantreal, intent(in) :: a,b, ! arguments donnees (oeffiients)real, intent(out) :: x1,x2 ! arguments resultats (raines eventuelles)real :: delta ! disriminant (variable loale)delta=b*b-4.0*a*;if (delta<0) thenprint *,"Delta<0 : Pas de raines reelles"x1=0; x2=0elsex1=-.5*(b-sqrt(delta))/a; x2=-.5*(b+sqrt(delta))/aendifend subroutine trinome 45



46 CHAPITRE 5. PROCÉDURES ET FONCTIONSComme on le voit, la struture d'une proédure est assez voisine de elle du programme prinipal :en-tête (ommençant par le mot lé subroutine), délarations, instrutions exéutables et l'ins-trution end. L'en�tête de la subroutine ontient simplement la liste des arguments sans leurstypes. Ces arguments sont appelés arguments formels (ou paramètres formels ou muets) par oppo-sition à eux utilisés lors de l'appel de la proédure appelés arguments e�etifs. Les délarations desarguments se font à l'intérieur de la proédure. L'attribut (optionnel) intent permet de préiser lavoation des arguments pour des véri�ations supplémentaires lors de la ompilation. En Fortran90, on peut distinguer 3 types d'arguments :intent(in) argument donnée. Sa valeur ne doit pas être modi�ée dans la proédure.L'argument se omporte omme une onstante loale à la proédure. Al'appel, l'argument e�etif peut être une variable existante, une onstantelittérale, une expression,...intent(out) argument résultat. La proédure ne doit pas utiliser sa valeur mais seule-ment lui en fournir une. C'est l'exéution de la proédure qui �xe l'état del'argument qui est initialement indéterminé. A l'appel, l'argument e�etifdoit toujours être une variable existante (allouée ou non).intent(inout) argument donnée et résultat. La proédure peut utiliser sa valeur mais doitaussi lui en fournir une. A l'appel, l'argument e�etif doit toujours être unevariable existante (allouée ou non).La voation d'un argument ne doit pas être onfondue ave la manière dont l'information orres-pondante est réellement transmise (par adresse ou par valeur). En Fortran 90 'est le ompilateurqui est libre de hoisir le mode de transmission approprié.Pour l'appel, on utilise le mot lé all omme dans l'exemple i-dessous.program raineimpliit none ! ne pas oublierreal :: a,b, ! oef. du trinomereal :: x1,x2 ! solutions eventuellesprint *,'Entrer les oef. a, b,  du trinome :'read *, a, b,  ! leture a,b,all trinome(a,b,,x1,x2) ! appel a la proedure trinomeprint *,'Les raines sont : ',x1,x2 ! affihage solutions x1,x2end program raineComme signalé plus haut, la proédure trinome n'est visible du programme prinipal qu'atravers son en-tête. Il n'y a don auun ontr�le de ohérene des arguments lors de la ompilation.Voii quelques exemples d'appels (orrets ou non) qui �passent� à la ompilationall trinome(1,0,-4,x1,x2) ! orret a,b, onst. dans la proedureall trinome(1,0,a*a,x1,x2) ! orret var ave attribut intent(in)all trinome(a,b,,1.5,x1) ! argument onstante numerique --> DANGERall trinome(a,b,,i,j) ! pas orret si i,j de type integerall trinome(a,,x1,x2) ! pas orret oubli de bRemarque 5.1 Le mode de transmission par défaut n'est pas intent(inout) ar dans e asl'argument e�etif doit toujours être dé�nissable. Ce qui n'est pas obligatoirement néessaire avele mode par défaut (l'argument pouvant même être une onstante).



5.1. LES PROCÉDURES 47Remarque 5.2 On peut, omme en Fortran 77, ne pas préiser la voation des arguments. Danse as le ompilateur ne fera auun ontr�le sur l'utilisation des arguments dans la proédure.Remarque 5.3 Un argument e�etif doit avoir l'exat sous-type de l'argument formel auquel ilorrespond sauf pour les haînes dont les longueurs peuvent varier.5.1.2 Proédure interne (interfae expliite)Sans atteindre la totale liberté d'emboîtement des langages à struture, Fortran 90 permet ladé�nition de proédure à l'intérieur du programme prinipal ou de proédures externes. Toutefois,le niveau d'emboîtement est limité à 1 : une proédure interne ne peut en ontenir à son tour.Une proédure interne n'est aessible qu'à son h�te. Voii omment se présenterait le programmeraine du 5.1.1 si nous avions fait de trinome une proédure interne.program raineimpliit none ! instrution globalereal :: a1,b1,1 ! variables globalesreal :: y1,y2 ! variables globalesprint *,'Entrer les oef. a, b,  du trinome :'read *, a1,b1,1 ! leture oef.all trinome(a1,b1,1,y1,y2) ! appel a trinomeprint *,'Les raines sont : ',y1,y2 ! affihage solutions!--- Fin partie exeutive de raine ------------ontains ! mot le indiquant la presene! de sous-prog. internessubroutine trinome(a,b,,x1,x2)real, intent(in) :: a,b, ! arguments donnees (oeffiients)real, intent(out) :: x1,x2 ! arguments resultats (raines eventuelles)real :: delta ! disriminant (variable loale)delta=b*b-4.0*a*;if (delta<0) thenprint *,"Delta<0 : Pas de raines reelles"x1=0; x2=0elsex1=-.5*(b-sqrt(delta))/a; x2=-.5*(b+sqrt(delta))/aendifend subroutine trinomeend program raine ! Fin de raineLa dé�nition de la proédure trinome est la même qu'au 5.1.1 mais elle est plaée entre lemot lé ontains et la �n du programme raine. Le mot lé ontains préise que le programmeraine ontient des proédures internes dont la dé�nition vient à la suite. La proédure internea aès à toutes les variables dé�nies par son h�te qui deviennent de fato des variables globalesave toutes les (fâheuses) onséquenes qui peuvent survenir. D'où le hangement de noms desvariables de raine pour bien distinguer (à la leture) variables loales et globales.La proédure interne étant un as d'interfae expliite, la visibilité entre appelant et appeléest maximale. D'où un meilleur ontr�le de la ohérene des arguments lors de la ompilation. Desappels inohérents tels que



48 CHAPITRE 5. PROCÉDURES ET FONCTIONSall trinome(a,b,,1.5,x1) ! argument onstante numerique --> DANGERall trinome(a,b,,i,j) ! pas orret si i,j de type integerall trinome(a,,x1,x2) ! pas orret oubli de bne �passeraient� plus à la ompilation.Si l'interfae expliite par proédure (ou fontion) interne est simple et permet de résoudreà la ompilation tous les as d'erreurs de ohérene d'arguments, elle présente deux inonvénientsmajeurs qui limitent son utilisation :� la proédure interne n'est pas visible de l'extérieur,� programmation assez lourde et non modulaire.5.2 Les fontionsIl y a deux types de fontions en Fortran� les fontions intrinsèques, 'est-à-dire fournies ave le langage (étudiées au hapitre sui-vant),� les fontions dé�nies par l'utilisateur.La dé�nition d'une fontion, par l'utilisateur, se fait de manière assez voisine de elle d'une pro-édure. Une fontion pourra être interne ou externe. Tout e qui a été dit préédemment sur lesvariables loales, les variables globales et les arguments reste valable.5.2.1 Fontions externes (interfae impliite)Voii la forme générale d'une fontion externe en Fortran 90.[type℄ funtion nomft(liste_arguments)impliit none[type nomft℄! delaration arguments...! delaration variable loale...nomft=... ! valeur de la fontionend funtion nomftLe type du résultat de la fontion est préisé soit dans l'en-tête (héritage Fortran 77) soit àl'intérieur de la fontion. Voii un exemple de fontion externe qui alule le n�ième terme dela suite (entière) de Fibonai un = un−1 + un−2, pour n ≥ 2 ave u1 = u0 = 1.funtion fibona(n)impliit noneinteger, intent(in) :: n ! delaration argument donneeinteger :: fibona ! delaration resultat! variable loalesinteger :: u0, u1 ! 2 premiers termes de la suiteinteger :: u2 ! terme ourantinteger :: iu0=1; u1=1do i=2,nu2=u1+u0;u0=u1;u1=u2end do



5.3. VARIABLES LOCALES À UN SOUS�PROGRAMME 49fibona=u2 ! resultat de la fontion fibonaend funtion fibonaVoii un programme qui a�he le n-ième terme de la suite de Fibonai.program FIBOimpliit noneinteger :: n ! terme de la suiteinteger :: fibona ! on delare le type de la fontionprint *,"Entrer un entier >=2 "read *,nprint *,"Le n-ieme terme de la suite de Fibonai est :",fibona(n)end program FIBOL'exéution du programme FIBO donne :Entrer un entier >=210Le n-ieme terme de la suite de Fibonai est : 89Entrer un entier >=225Le n-ieme terme de la suite de Fibonai est : 121393On peut utiliser la fontion fibona omme n'importe quelle fontion intrinsèque, dans unea�etation simple ommeii=fibona(n)ou dans une expression arithmétiquek=i*fibona(10)+n*fibona(n)Mais il est néessaire que le ompilateur onnaisse le type de la fontion fibona. C'est pour elaque dans le programme FIBO on délare la variable fibona. En l'absene de ette délaration, leompilateur signalera que la variable fibona n'est pas délarée (en présene de impliit none,dans le as ontraire...)5.2.2 Fontions internes (interfae expliite)Comme pour les proédures, pour dé�nir une fontion interne, il su�t de la plaer entre lesmots-lé ontains et end du programme ou du sous-programme h�te. A la di�érene des fontionsexternes, plus besoin de délarer le type de la fontion dans le programme h�te puisque e derniera une visibilité imprenable sur sa fontion interne.5.3 Variables loales à un sous�programmeDans un programme prinipal, les variables ont leur emplaement mémoire dé�ni une foispour toutes : elles sont dites statiques. Les variables loales à un sous�programme sont géréesdi�éremment. Fortran 90 a prévu� de ne leur attribuer un emplaement mémoire qu'au moment où l'on ommene à exéuterle sous-programme



50 CHAPITRE 5. PROCÉDURES ET FONCTIONS� de libérer l'emplaement orrespondant à la �n de l'exéution du sous-programme.On dit que les variables loales sont automatiques. La onséquene immédiate est que par défautleur valeur n'est pas onservée d'un appel à un autre. Mais on peut toujours imposer à une variableloale d'avoir un emplaement permanent et, ainsi, de onserver sa valeur d'un appel au suivant.Il su�t de la délarer ave l'attribut save omme danssubroutine ......integer, save :: preal, dimension(10), save :: x...Une autre manière de rendre une variable loale statique est de l'initialiser. En e�et, enFortran 90, si on initialise une variable loale, elle devient d'o�e statique.Voii en exemple, une proédure qui se ontente de omptabiliser le nombre d'appels et del'érire.subroutine JeMeCompteimpliit noneinteger :: nb_appels=0 ! variable loale -> statiquenb_appels=nb_appels+1print *,'Appel No ',nb_appelsend subroutine ompter5.4 Blo interfaePour éviter les inonvénients de la proédure interne tout en onservant la �abilité dans latransmission des arguments, Fortran 90 o�re une solution : le blo interfae qui permet de donner, làoù il est présent, une visibilité totale sur l'interfae d'une proédure externe. Ce blo interfae peutêtre réé par opie de la partie délarative des arguments formels du sous�programme à interfaer.Il sera inséré dans haque unité de programme faisant appel au sous�programme externe.Si on veut �abiliser les appels à la proédure externe trinome du 5.1.1, on doit inlure unblo interfae dans le programme raine qui devientprogram raineimpliit nonereal :: a,b,real :: x1,x2!------------- BLOC INTERFACE ---------------------------------------interfaesubroutine trinome(a,b,,x1,x2)real, intent(in) :: a,b, ! arguments donneesreal, intent(out) :: x1,x2 ! arguments resultatsend subroutine trinomeend interfae!---------------------------------------------------------------------print *,'Entrer les oef. a, b,  du trinome :'read *, a, b, all trinome(a,b,,x1,x2) ! Appel a la proedure trinome



5.5. MODULES 51print *,'Les raines sont : ',x1,x2end program raineDès lors la visibilité du programme raine sur la proédure externe trinome est totale. Il y a unmeilleur ontr�le de ohérene des arguments, lors de la ompilation. A la di�érene de la proédureinterne, la proédure trinome reste une unité de ompilation indépendante qui n'a pas aès auxvariables du programme raine.5.5 ModulesComme signalé dans la setion 5.4, le blo interfae d'un sous-programme est à opier danshaque unité de programme utilisant ette proédure, e qui peut paraître fastidieux et de surroîtsujet à de nombreuses erreurs de reopie. La première solution pour éviter ette reopie d'informa-tion est d'utiliser l'instrution inlude bien onnue des adeptes de la sete C. Mais il y a mieuxen Fortran 90 : la notion de module. L'organisation générale d'un module ressemble à elle d'unprogramme prinipal sans orps d'instrutionmodule nom_module[delaration℄[ ontainssous programmes exportables℄end module nom_moduleLa partie délaration, si présente, ne doit pas ontenir de fontions, ni de format, ni délarer d'objetsautomatiques. Le mot lé ontains, s'il est présent, indique la présene de sous�programmesexportables dans le module.Par défaut, toute entité (type, variable, sous�programme,...) délarée dans un module estexportable. Toutefois, un module peut réserver des entités pour son usage interne : il les délare alorsomme �privés� dans une délaration private (pour les entités quelonques) ou ave l'attributprivate (pour les variables) omme dansmodule m_modinteger :: kinteger, private :: i,j ! delaration ave attribut privateprivate :: sprog1 ! delaration privateontains ! mot le indiquant la presene de sous-progsubroutine sprog1...end subroutine sprog1subroutine sprog2...end subroutine sprog2end module m_modDans et exemple, seuls sont exportables la variable k et le sous-programme sprog2.Le mode d'aès par défaut est don publi. Mais ei peut être inversé grâe à la délarationprivateplaée juste après l'en�tête du module. Voii le module m_mod i�dessus en mode private pardéfaut.



52 CHAPITRE 5. PROCÉDURES ET FONCTIONSmodule m_modprivateinteger, publi :: k ! var. exportablepubli :: sprog2 ! sous-prog. exportableontains ! mot le indiquant la presene de sous-progsubroutine sprog1...end subroutine sprog1subroutine sprog2...end subroutine sprog2end module m_modDans le adre des sous�programmes, un module sert surtout à exporter les données, les blosinterfaes, les sous�programmes, et. On aède aux entités d'un module grâe à l'instrution use.Avant d'être utilisé, un module doit être ompilé séparément.Exemple 5.1 (Module ave blo interfae) Voii le module du blo interfae de la proéduretrinome du 5.1.1.module bi_trinomeinterfaesubroutine trinome(a,b,,x1,x2)real, intent(in) :: a,b, ! arguments donneesreal, intent(out) :: x1,x2 ! arguments resultatsend subroutine trinomeend interfaeend module bi_trinomeCe module doit être ompilé séparément avant toute utilisation. Supposons que le �hier quiontient le module ave blo interfae i�dessus s'appelle bitrinome.f. Après ompilation onobtient le �hier objet bitrinome.o et un autre �hier bi_trinome.mod qui ontient les informa-tions du module et qui est utilisé par l'instrution use. A noter que e dernier �hier porte le nomdonné dans l'en-tête du module et non elui du �hier ontenant le module.Le programme raine utilisant la proédure trinome devient alors :program raine!---------------- aes au module blo interfae -------------use bi_trinome!-------------------------------------------------------------impliit nonereal :: a,b,real :: x1,x2print *,'Entrer les oef. a, b,  du trinome :'read *, a, b, all trinome(a,b,,x1,x2) ! Appel a la proedure trinomeprint *,'Les raines sont : ',x1,x2end program raineNotez que l'instrution use bi_trinome apparaît bien avant l'instrution impliit none.



5.6. TABLEAUX DYNAMIQUES ET POINTEURS 53Exemple 5.2 (Module ave sous-programme) L'inonvénient ave le blo interfae est sur-tout que le ontr�le de ohérene se fait entre les paramètres e�etifs et les paramètres formelsde l'interfae et non pas eux du sous�programme lui�même ! De plus toute modi�ation dansl'en�tête du sous�programme doit être manuellement réperutée dans le module blo interfae quidoit être reompilé. Dès lors le module ave sous�programme apparaît omme la solution la plussûre. Dans le as de notre proédure trinome, il su�t de l'inlure dans un module omme suit.module mtrinomeontains ! mot le indiquant la presene de sous-progsubroutine trinome(a,b,,x1,x2)impliit nonereal, intent(in) :: a,b, ! arguments donnees (oeffiients)real, intent(out) :: x1,x2 ! arguments resultats (raines eventuelles)real :: delta ! disriminant (variable loale)delta=b*b-4.0*a*;if (delta<0) thenprint *,"Delta<0 : Pas de raines reelles"x1=0; x2=0elsex1=-.5*(b-sqrt(delta))/a; x2=-.5*(b+sqrt(delta))/aendifend subroutine trinomeend module mtrinomeLe nom du module doit être di�érent de elui de la proédure. Dans le programme raine utilisantla proédure trinome seule l'instrution d'aès au module hange et devientuse mtrinomeLes modules ave sous�programme (proédure ou fontion) o�rent don une interfae d'appelexpliite sans les inonvénients du blo interfae.5.6 Tableaux dynamiques et pointeursUn tableau dynamique ne peut apparaître en argument formel d'un sous�programme. Lestableaux dynamiques devront don être alloués et libérés dans la même unité de programme.Si un tableau dynamique n'est pas libéré avant la �n d'un sous�programme, l'espae mémoireorrespondant deviendra inaessible durant tout le déroulement du programme.Il est possible de transmettre un tableau dynamique alloué à un sous�programme. Il su�tde prévoir un tableau de pro�l impliite dans le sous�programme (interfae expliite).Un pointeur apparaissant en argument e�etif est (par défaut) traité omme s'il s'agissaitde l'objet assoié. L'argument formel doit simplement être du même sous�type que le pointeurargument e�etif et l'interfae quelonque.Si un sous�programme prévoit un pointeur en argument formel, alors l'argument e�etifdevra être obligatoirement un pointeur de même sous�type. L'information transmise sera alorsl'information ontenue dans le pointeur (i.e. adresse, dimension,...) et non elle ontenue dansl'objet assoié. L'interfae expliite est ii obligatoire, sinon 'est l'objet assoié qui est transmisave des onséquenes... à l'exéution.



54 CHAPITRE 5. PROCÉDURES ET FONCTIONS5.7 Interfae expliite : nouvelles possibilitésNous regroupons dans ette setion, les nombreux avantages o�erts par une interfae ex-pliite. On rappelle qu'une interfae expliite est obtenue dans les as suivants : sous-programmeinterne, blo interfae, module ave blo interfae, module ave sous-programme. Les exemples se-ront don donnés dans l'un de es as. On rappelle aussi que l'interfae des fontions et proéduresintrinsèques (i.e. prédé�nies) est expliite.5.7.1 Passage de tableaux de "pro�l impliite"Grâe à l'interfae expliite, plus besoin de se préouper du pro�l du tableau à transmettre.On a juste besoin de onnaître son rang. On sait que grâe aux setions de tableaux, on peuttransmettre que la partie utile d'un tableau. En outre, il existe une fontion intrinsèquesize(array [,dim℄)qui retourne la taille de array ou l'étendue de array dans la dimension indiquée via dim. On peutdon se dispenser de transmettre les dimensions pour les réupérer à l'intérieur de la proédureave size. La proédure ProduitMat i-dessous efetue le produit de deux matries, x et y, passéesen arguments et renvoie la matrie produit y.subroutine ProduitMat(x,y,z)impliit none ! ne jamais l'oublierreal, dimension(:,:), intent(in) :: x,y ! rang de x, yreal, dimension(:,:), intent(out) :: z ! rang de z! Variables loalesinteger :: mx,ny ! dim. reelles ave my=nxinteger :: i,j ! ompteurmx=size(x,dim=1) ! nb. de lignes de xny=size(y,dim=2) ! nb. de olonnes de ydo i=1,mxdo j=1,nyz(i,j)=dot_produt(x(i,:),y(:,j)) ! produit salaire ligne*olonneend doend doend subroutine ProduitMatOn a don juste délaré le rang des arguments tableaux x, y et z. Le programme matrie quil'utilise doit inorporer, par exemple, son interfae.program matrieimpliit none ! ne jamais oublierinteger, parameter :: nmax=100 ! dim. physique des tableauxreal, dimension(nmax,nmax) :: A,B,C ! delaration des tableauxinteger :: ma,na ! dim. reelles de Ainteger :: mb,nb ! dim. reelles de Binteger :: i,j!------------------- BLOC INTERFACE ---------------------------------interfaesubroutine ProduitMat(x,y,z)real, dimension(:,:), intent(in) :: x,y ! rang de x, yreal, dimension(:,:), intent(out) :: z ! rang de zend subroutine ProduitMat



5.7. INTERFACE EXPLICITE : NOUVELLES POSSIBILITÉS 55end interfae!--------------------------------------------------------------------! Leture des dimensionsprint *, 'dimension de A : ma na 'read *, ma,naprint *, 'dimension de B : mb nb 'read *, mb,nbif (na /= mb) thenprint *,'Le produit matriiel est impossible'stop ! on arrete le programmeendif...all ProduitMat(A(1:ma,1:na),B(1:mb,1:nb),C(1:ma,1:nb))...end program matrieL'appel à ProduitMat doit se faire obligatoirement ave des setions de tableau préisant les blosutiles.5.7.2 Tableaux automatiquesComme les autres variables loales non initialisées, les tableaux délarés loalement voientleur emplaement alloué à haque appel. La nouveauté ave Fortran 90 est qu'on peut faire varierles pro�ls de es tableaux d'un appel à un autre. Ce qui est très utile lorsqu'on a besoin d'untableau auxiliaire.Voii, omme exemple, une proédure qui éhange la valeur de deux matries (i.e. tableauxde rang 2). On utilise la fontion size vue à la Setion 5.7.1.subroutine SwapMat(x,y)impliit none ! ne jamais l'oublierreal, dimension(:,:) :: x,y ! matries a ehangerreal, dimension(size(x,dim=1),size(x,dim=2)) :: z ! matrie auxiliairez=x; x=y; y=z ! C'est tout!!!end subroutine SwapMatPour proéder à l'éhange, le sous�programme a besoin d'une matrie auxiliaire z de même pro�lque les deux autres. La fontion intrinsèque size nous permet de réupérer l'étendue de haquedimension de la matrie x. Ce qui nous permet d'avoir son pro�l.Remarque 5.4 La fontion intrinsèque size n'étant pas quali�ée pour l'initialisation, il n'est paspossible de réupérer sa valeur en dehors de l'attribut dimension. Don impossible de passer parune onstante symbolique pour alléger la délaration de la matrie z.Le programme qui fait appel à SwapMat doit simplement avoir une interfae expliite aveSwapMat pour que le ompilateur puisse prévoir de transmettre orretement les informations né-essaires. En voii un exemple ave un blo interfae omme interfae expliite.program EhangeMatrieimpliit none ! toujours presentinteger,parameter :: nmax=100 ! taille max. des tableaux



56 CHAPITRE 5. PROCÉDURES ET FONCTIONSreal,dimension(nmax,nmax) :: a,b ! tableaux a ehangerinteger :: n ! taille reelle des tableaux!------------- blo interfae ----------------------------------interfaesubroutine SwapMat(x,y)real, dimension(:,:) :: x,y ! matries a ehangerend subroutine SwapMatend interfae!---------------------------------------------------------------...all SwapMat(a,b) ! on ehange tout le ontenu...all SwapMat(a(1:n,1:n),b(1:n,1:n)) ! on ehange que les blos utiles...end program EhangeMatrie5.7.3 Fontion à valeur tableauComme Fortran 90 aepte les expressions tableaux, il est tout à fait naturel qu'il aeptequ'une fontion fournisse un résultat de type tableau. Ce dernier peut être diretement inorporerdans des expressions tableaux sans passer par des a�etations intermédiaires.Voii une fontion fournissant omme résultat la matrie de Hilbert d'ordre n. On rappelleque la matrie de Hilbert d'ordre n est la matrie symétrique dé�nie par Hij = 1/(i + j − 1),
i, j = 1, 2, . . . , n.funtion HilbertMat(n)impliit none ! Ne jamais oublierinteger, parameter :: r8=kind(1.d0) ! on travaille en doubleinteger, intent(in) :: n ! taille de la matriereal (kind=r8), dimension(n,n) :: HilbertMat ! matrie resultat (ajustable)! variables loalesinteger i,jdo i=1,nHilbertMat(i,:)=(/ (1.d0/dble(i+j-1),j=1,n) /)endend funtion HilbertMatCette fontion HilbertMat peut alors être utilisée dans n'importe quelle expression tableau (aveles règles habituelles relatives aux expressions tableaux) à ondition que son interfae soit onnue.Voii un exemple d'utilisation ave un blo interfae omme interfae expliite.program MHilbertimpliit noneinteger, parameter :: nmx=100integer, parameter :: ir8=kind(1.d0)real, dimension(nmx,nmx) :: Hinteger :: i, n=4!---------------------- Blo interfae ----------------------interfae



5.7. INTERFACE EXPLICITE : NOUVELLES POSSIBILITÉS 57funtion HilbertMat(n)integer,parameter :: r8=kind(1.d0)integer, intent(in) :: nreal(kind=r8),dimension(n,n) :: HilbertMatend funtion HilbertMatend interfae!----------------------------------------------------------...H(1:n,1:n)=HilbertMat(n)+1 ! matrie de Hilbert d'ordre n + 1...end program MHilbertLa matrie de Hilbert a été fabriquée temporairement par la fontion HilbertMat. Sonemplaement est alloué lors de l'appel et libéré à la sortie. On peut don aboutir, dans ertainsas, a des éonomies de mémoire.5.7.4 Arguments à mot léGrâe à l'interfae expliite, il devient possible de repérer les arguments d'un sous�program-me, non seulement lassiquement par leur position mais aussi par le nom même de l'argumentformel.Par exemple ave le module ave blo interfae de la proédure externe trinome suivantinterfaesubroutine trinome(a,b,,x1,x2)real, intent(in) :: a,b, ! arguments donneesreal, intent(out) :: x1,x2 ! arguments resultatsend subroutine trinomeend interfaeles appels suivants seraient rigoureusement équivalents :all trinome(a1,b1+a1,1,x,y) ! appel par positionall trinome(a=a1,b=a1+b1,=1,x1=x,x2=y) ! par mot le dans l'ordreall trinome(=1,x1=x,a=a1,b=a1=b1,x2=y) ! par mot le dans le desordreall trinome(a1,a1+b1,1,x2=y,x1=x) ! mixageComme on le voit, à partir du moment où l'on nomme les arguments, il n'est plus néessairede respeter l'ordre.5.7.5 Arguments optionnelsDans ertains as, on n'a pas besoin de tous les arguments d'un sous�programme. L'attributoptional permet de délarer ertains arguments omme optionnels. Leur présene lors de l'appelsera testée grâe à la fontion intrinsèque present.Exemple 5.3 Soit à érire une proédure maxmin qui herhe l'élément minimum et maximumd'un veteur passé en argument. En option, on pourra avoir en sortie l'indie de l'élément minimumou maximum. Nous avons hoisi le module ave proédure omme interfae expliite.module mmaxminontainssubroutine maxmin(v,vmax,vmin,imax,imin)real, dimension(:),intent(in) :: v ! veteur a analyserreal, intent(out) :: vmax,vmin ! elt. max. et min. dans vreal, optional, intent(out) :: imax,imin ! arguments optionnels



58 CHAPITRE 5. PROCÉDURES ET FONCTIONSreal, dimension(1) :: rg ! rg de taille 1!!!! pour la reherhe, on utilise les ft. intrinseques maxval et minvalvmax=maxval(v) ! maxval -> elt. max. dans v (intrinseque)vmin=minval(v) ! minval -> elt. min. dans v (intrinseque)! test de presene des arguments optionnels! on utlise les ft. intrinseques maxlo et minloif (present(imax)) thenrg=maxlo(v) ! maxlo -> indie elt. max. dans v (intrinseque)imax=rg(1)endifif (present(imin)) thenrg=minlo(v) ! minlo -> indie elt. min. dans v (intrinseque)imin=rg(1)endifend subroutine maxminend module mmaxminLes fontions maxlo et minlo fournissent les éléments extrémaux du tableau passé en argument,voir 6.4.2. Elles renvoie un veteur dont la taille est le rang du tableau passé en argument. Ii letableau passé en argument est de rang 1 (veteur) don le résultat de maxlo et minlo sera unveteur de longueur 1 et non un salaire.Voii un programme qui utilise le module mmaxmin.program PROGMINMAXuse mmaxmin ! aes au module de maxminimpliit noneinteger, parameter :: nmax=5real, dimension(nmax) :: v=(/ 1.,2.,9.,4,-8. /)real :: vmin,vmaxinteger :: rgmin,rgmax!----- appel ave tous les arguments ---------all maxmin(v,vmax,vmin,rgmax,rgmin)!----- appel sans les arguments optionnels ---all maxmin(v,vmax,vmin)!----- appel sans rgmin ----------------------all maxmin(v,vmax,vmin,rgmax)!----- appel sans rgmax (mot le indispensable)all maxmin(v,vmax,vmin,imin=rgmin)end program PROGMINMAXDans le dernier appel, l'argument imin est utlisé ave mot lé ar il est impossible d'omettre unargument en ours de liste omme dansall maxmin(v,vmax,vmin,,rgmin) ! INTERDIT5.7.6 Partages de donnéesEn Fortran 77, il existe un autre moyen de ommuniation entre unités de ompilation autreque la orrespondane par arguments. Ce moyen onsiste à dé�nir une zone mémoire ommune



5.7. INTERFACE EXPLICITE : NOUVELLES POSSIBILITÉS 59grâe à la diretive ommon. Cette zone est aessible en onsultation et en modi�ation. Pourqu'elle soit aessible, sa délaration doit être reopiée dans les unités de ompilation omme pourle blo interfae, ave tout e que ela omporte omme risques. De plus les variables délaréesdans ette zone ne peuvent être initialisées que dans un blo spéial appelé blok data.En Fortran 90, le partage de données entre unités de programme se fait en plaçant lesvariables à partager dans un module. Pour y aéder depuis une unité de ompilation, il su�td'utiliser use. L'attribut save sera néessaire si la variable à exporter n'est pas initialisée (pourqu'elle devienne statique).Exemple 5.4 Voii un exemple de module de partage de données.module mdonneesimpliit noneinteger, parameter :: nmax=10 ! variable statiqueinteger, dimension(nmax), save :: oeff ! save obligatoireend module mdonneessubroutine impdonneesuse mdonneesinteger :: iprint '("Nb elements :",I4)',nmaxprint '("Coeff=",10I3)',(oeff(i),i=1,nmax)end subroutine impdonneesprogram PARTGDONNEESuse mdonnees ! aes au module mdonneesinteger :: ioeff=(/(i,i=1,nmax)/) ! initialisation du tab. oeffall impdonneesend program PARTGDONNEESAprès ompilation séparée et édition de liens, l'exéution donne :Nb elements : 10Coeff= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Chapitre 6Fontions intrinsèques
Le Fortran 77 était déjà rihe en fontions intrinsèques (surtout mathématiques). Le Fortran90 hérite enore d'une foule de nouvelles fontions prédé�nies. Comme dansMatlab, les fontionsmathématiques usuellement appliquées à des salaires deviennent appliables, en Fortran 90, à destableaux et renvoient un tableau. Ainsi, l'instrutiony(1:n)=sin(x(1:n))est équivalente à la bouledo i=1,ny(i)=sin(x(i))end doLes fontions intrinsèques ayant toujours une interfae expliite, les noms des argumentsdonnés dans tout le hapitre sont signi�atifs. Ils peuvent don être utilisés dans les appels avemot lé ommesin(x=1.276543)mod(a=5,p=2)6.1 Quelques fontions numériques intrinsèquesVoii quelques fontions numériques usuelles. Le résultat est du sous�type du ou des argu-ments sauf pour abs(a) quand a est omplexe.abs(a) valeur absolue. L'argument peut être integer, real ou omplex. Dans edernier as le résultat est un réel, le module du nombre omplexe argument.aimag(z) partie imaginaire de z. Le résultat est de type real ave la variante de zmplx(x,y) onversion en nombre omplexe, onvertit le ouple de réels (x, y) en x+ iy.onjg(z) fournit le omplexe onjugué du omplexe z.dble(x) onversion en double préision.int(a) partie entière du réel a.min(a1,a2,...) valeur minimale des arguments.max(a1,a2,...) valeur maximale des arguments.mod(a,p) reste de la division de a par p.real(a) onversion en réel. Si a est de type omplex, le résultat est la partie réelle.61



62 CHAPITRE 6. FONCTIONS INTRINSÈQUES6.2 Quelques fontions mathématiques intrinsèquesLeur argument s'appelle toujours x. Voii quelques unes.aos(x), asin(x) arccosx et arcsinx, ave |x| ≤ 1.atan(x) arctanxos(x), sin(x), tan(x) cosx, sinx et tanx.osh(x), sinh(x), tanh(x) coshx, sinhx et tanhx.exp(x), log(x), log10(x) ex, lnx et log x.sqrt(x) √
x, x ≥ 0.6.3 Quelques fontions de préisionrange(x) pour le sous�type de l'argument entier ou réel x fourni, retourne la valeurentière maximale de l'exposant r tel que :

• |x| < 10r soit représentable, si x est entier
• 10−r < |x| < 10r soit représentable, si x est réel.preision(x) retourne le nombre maximal de hi�res déimaux signi�atifs pour le sous�type de l'argument réel fourni.epsilon(x) retourne la quantité onsidérée omme négligeable devant 1, pour le sous�type réel foruni.tiny(x) retourne la plus petite valeur réelle représentable dans le sous�type de x(i.e. limite d'under�ow).huge(x) retourne la plus grande valeur réelle représentable dans le sous�type de x(i.e. limite d'over�ow).6.4 Quelques fontions relatives aux tableauxComme déjà signalé plus haut, toutes les fontions prédé�nies élémentaires lassiques sontappliables aux tableaux et renvoient un tableau. Nous ne présentons ii que les fontions spéi�quesaux tableaux. Les arguments optionnels seront représentés entre [℄.6.4.1 Interrogation sur le pro�lshape(soure) retourne le pro�l du tableau soure passé en argument. Le résultat est unveteur de taille le rang du tableau argument.size(array [,dim℄) retourne la taille ou l'étendue de la dimension indiquée via dim du tableauarray passé en argument.lbound(array [,dim℄) retourne, en l'absene de dim, les bornes inférieures du tableau array.Lorsque dim est présent, renvoie la borne inférieure de la dimension spéi�ée.ubound(array [,dim℄) omme lbound mais renvoie les bornes supérieures.Soit la délaration suivanteinteger, dimension(-2:27,0:49) :: TVoii le résultat de l'appliation des fontions i�dessus au tableau T.shape(T) vaut (/30,50/)size(T) vaut 1500size(T,dim=1) vaut 30ubound(T) vaut (/27,49/)ubound(T,dim=2) vaut 49lbound(T) vaut (/-2,0/)lbound(T,dim=1) vaut -2



6.4. QUELQUES FONCTIONS RELATIVES AUX TABLEAUX 636.4.2 Interrogation sur le ontenuPlus la peine d'érire et réérire des boules pour onnaître où se trouve le plus grand ou leplus petit élément d'un tableau. Les fontionsminlo(array [,mask℄)maxlo(array [,mask℄)fournissent un veteur d'entiers (de taille égale au rang de array), dont les valeurs repèrent unélément respetivement minimal et maximal. mask, s'il est présent, doit être un tableau logiqueonformant ave le tableau array. En pratique, mask est un ��ltre� sous forme d'expression logiquede sorte que seuls sont pris en ompte les éléments de array assoiés à une valeur .true. de mask.Soit le tableau d'entier suivantinteger, dimension(5) :: v=(/ 2,-1,10,3,-1 /)Alors on aminlo(v) vaut (/ 2 /), i.e. v(2) élément minimalmaxlo(v) vaut (/ 3 /), i.e. v(3) élément maximalLes tableaux renvoyés par minlo maxlo dans le as i�dessus sont des veteurs de taille 1, i.e. lerang de v.Soit maintenant la matrie a délarée omme suitinteger, dimension(0:2,-1:2) :: adont le ontenu est




0 −5 8 −3
3 4 −1 2
1 5 6 −4



Alors on amaxlo(a,mask=a<5) vaut (/ 2,2 /), i.e. a(2,2) est le max des aij < 5minlo(a,mask=a>5) vaut (/ 3,3 /), i.e. a(3,3) est le min des aij > 56.4.3 Fontions de rédutionCes fontions sont appelées ainsi pare que, appliquées à un tableau de rang n, le résultatest soit salaire soit de rang n− 1.On veut juste onnaître la valeur minimale ou maximale dans un tableau ? Pas de problème !Les fontionsminval(array [,dim℄[,mask℄)maxval(array [,dim℄[,mask℄)fournissent les éléments extrémaux du tableau array. Si mask est présent, il sert de ��ltre� ommepour minlo et maxlo. Si dim est présent, la reherhe se fait sur toutes les setions de arrayqu'on peut obtenir en �xant tous les indies sauf elui relatif à la dimension spéi�ée par dim. C'estun peu ompliqué mais voyant un exemple. Soit le tableau A dont le ontenu est
(

1 3 5
2 4 6

)minval(A) vaut 1 (retourne le plus petit élément de A)maxval(A) vaut 6 (retourne le plus grand élément de A)minval(A,dim=1) vaut (/ 1,3,5 /) (reherhe par olonne)minval(A,dim=2) vaut (/ 1,2 /) (reherhe par ligne)maxval(A,dim=1) vaut (/ 2,4,6 /) (reherhe par olonne)



64 CHAPITRE 6. FONCTIONS INTRINSÈQUESmaxval(A,dim=2) vaut (/ 5,6 /) (reherhe par ligne)minval(A,dim=1,mask=A>1) vaut (/ 2,3,5 /)maxval(A,dim=2,mask=A<3) vaut (/ 1,2 /)Voii deux autres fontions de rédution importantes qui fournissent, respetivement, lasomme et le produit des éléments d'un tableau.sum(array [,dim℄[,mask℄)produt(array [,dim℄[,mask℄)Le sous type résultat est elui de array. Les arguments optionnels dim et mask fontionnement dela même manière qu'ave minval et maxval.Remarque 6.1 Si array est vide ou si mask=.false. sum retourne 0 et produt retourne 1. ⋄Soit x=(/ 2,5,-6 /). Alors on asum(x) vaut 1produt(x) vaut -60Appliquons les fontions sum et produt au tableau A utilisé pour minval et maxval.sum(A,dim=1) vaut (/ 3,7,11 /), somme sur les olonnessum(A,dim=2,mask=A<2) vaut (/ 1,0 /), somme sur les lignes, à ause de mask=A<2,la 2ème ligne est vide don sum retourne 0.produt(A,dim=2) vaut (/ 15,48 /)produt(A,dim=1,mask=A>4) vaut (/ 1,1,30 /), à ause de mask=A>4, les 2 premières o-lonnes sont vides don produt retourne 1.6.4.4 Fontions de multipliationsEn Fortran 90, il existe deux fontions de multipliationdot_produt(vetor_a,vetor_b) retourne le produit salaire de deux veteurs passés en argu-ment.matmul(matrix_a,matrix_b) e�etue le produit de deux matries ou d'une matrie et d'unveteur. Les arguments doivent respeter les ontraintes usuellessur le produit matriiel.Soit les veteurs v1=(/ 2,-3,-1 /) et v2=(/ 6,3,3 /). Alors on adot_produt(v1,v2) vaut 0dot_produt(v1(1 :2),v2(1 :2)) vaut 3Soit le veteur v=(/ 2,-4,1 /) et la matrie A dont le ontenu est




3 −6 −1
2 3 1
−1 −2 4



Alors on amatmul(A,v) vaut (/ 29,-7,10 /)matmul(A(1 :2,1 :2),v(2 :3) vaut (/ -18,5 /)6.4.5 Fontions de transformationsIl existe plusieurs fontions de transformations en Fortran 90 mais nous ne donnons ii queelle qui nous semble la plus utile pour le ours de Programmation Numérique, à savoir la fontiontranspose(array)qui fournit la transposée de la matrie (i.e. tableau de rang 2) passée en argument. Don si arrayest de pro�l (/m,n/), le tableau resultat sera de pro�l (/n,m/).



Chapitre 7Fihiers
Un �hier est une liste d'enregistrements stokés en mémoire auxiliaire. La taille du �hierest le nombre d'enregistrements. Pour un �hier texte (i.e. lisible par le programmeur) haque ligneest un enregistrement. Pour un �hier binaire, un enregistrement est une liste d'entrée/sortie.7.1 Ouverture et fermeture : open/loseEn Fortran, un �hier est identi�é par un entier naturel appelé numéro d'unité logique.L'assoiation �hier externe/ numéro d'unité logique se fait à l'ouverture du �hier par l'ordreopen omme suit (ave les spéi�ations les plus utiles seulement)open([unit=℄unite_logique, file=nomfihier, iostat=ierr, status=etat, &aess=methode, ation=mode, rel=long)ave � unit=unite_logique spéi�e l'unité logique attahée au �hier. Ce nombre doit être libre,i.e. ne pas être attahé à un autre �hier.� file=nomfihier donne le nom de �hier à assoier au numéro d'unité logique� iostat=ierr réupère l'erreur d'ouverture. Fontionne omme stat de alloate. Touts'est bien passé si à la sortie ierr==0. Si ierr >0 le �hier n'a pu être ouvert.� status=etat spéi�e le statut du �hier à ouvrir. etat peut prendre l'une des valeurssuivantes� 'old' le �hier existe (erreur s'il n'existe pas)� 'new' le �hier n'existe pas (erreur s'il existe)� 'replae' l'anien �hier sera détruit� 'srath' �hier temporaire, sera détruit à la fermeture� aess=methode spéi�e la méthode d'aès au �hier. methode peut prendre l'une desvaleurs suivantes� 'sequential' �hier à aès séquentiel (ligne par ligne). C'est la méthode par défaut.� 'diret' �hier à aès diret. La longueur de haque enregistrement rel doit êtreonnue.� ation=mode spéi�e e qui peut être fait du �hier à ouvrir. mode peut prendre l'une desvaleurs suivantes� 'read' ouverture en leture seulement� 'write' ouverture en ériture seulement� 'readwrite' ouverture en leture/ériture. C'est le mode d'ouverture par défaut.� rel=long spéi�e la longueur d'un enregistrement pour un �hier à aès diret.Voii un exemple d'ouverture de �hier ave test d'erreur d'ouverture.65



66 CHAPITRE 7. FICHIERSopen(1,file='output.dat',iostat=ierr,status='replae',&aess='sequential',ation='write')if (ierr /= 0) thenprint *,'Impossible de reer ''output.dat'' 'stopendifLa fermeture d'un �hier se fait simplement parlose(unite_logique)7.2 Leture et ériture : read/writeLa syntaxe de l'ordre de leture dans un �hier est la suivante (ave les spéi�ations lesplus utiles)read(unite_logique,[fmt=℄format, iostat=ierr) listeave � unite_logique un numéro d'unité logique valide ou * pour spéi�er l'unité de leturestandard (i.e. le lavier).� [fmt=℄format fournit la spéi�ation de format pour les données à lire. En général il fautéviter les formats en leture sauf quand le �hier à lire est formaté.� iostat=ierr réupère (dans la variable entière ierr) l'erreur de leture. Si ierr==0, touts'est bien passé. Si ierr<0 'est la �n du �hier à lire. Si ierr>0, il y a eu erreur de leture(enregistrement insu�sant, �hier devenu inaessible, ...)L'ordre d'ériture write a la même syntaxewrite(unite_logique,[fmt=℄format, iostat=ierr) listeLes spéi�ations ont la même signi�ation que dans read. Si unite_logique vaut *, 'est la sortiestandard (i.e. l'éran) qui est utilisé.Remarque 7.1 L'unité logique standard d'entrée/sortie * (i.e. le lavier ou l'éran) s'utilise di-retement sans passer par open.Exemple 7.1 (Création d'un �hier ontenant la matrie de Hilbert) Le programmesuivant rée un �hier hilbertmat.dat ontenant la matrie de Hilbert d'ordre n. La prémièreligne du �hier ontient l'ordre de la matrie puis les suivantes les lignes de la matries.program HILBERTMATimpliit noneharater(len=*), parameter :: fmt='(10F12.8)'real(8), dimension(:,:), alloatable :: ainteger :: n,i,j! Leture de la dimension n! le fateur de repetition est 10! don pas plus de 10 nombres sur une meme lignedo print *,'Entrer la taille de la matrie n<=10 : 'read *,nif (n<=10) exitend doalloate(a(n,n)) ! alloation de a



7.2. LECTURE ET ÉCRITURE : READ/WRITE 67do i=1,na(i,:)=(/ (1.d0/dble(i+j-1),j=1,n) /) ! remplissage de a ligne par ligneend do! ouverture du fihier hilbertmat.dat en eritureopen(1,file='hilbertmat.dat',status='replae',ation='write')write(1,'(I4)') n ! eriture de la dimension de ado i=1,nwrite(1,fmt) (a(i,j),j=1,n) ! eriture des ligne de aend do! fermeture du fihier hilbertmat.datlose(1)end program HILBERTMATAprès exéution, ave n = 5, on trouve dans le �hier hilbertmat.dat :51.00000000 0.50000000 0.33333333 0.25000000 0.200000000.50000000 0.33333333 0.25000000 0.20000000 0.166666670.33333333 0.25000000 0.20000000 0.16666667 0.142857140.25000000 0.20000000 0.16666667 0.14285714 0.125000000.20000000 0.16666667 0.14285714 0.12500000 0.11111111Pour lire le �hier hilbertmat.dat, il su�t remplaer write par read.! ouverture du fihier hilbertmat.dat en letureopen(1,file='hilbertmat.dat',status='old',ation='read')read(1,*) n ! leture de la dimension de ado i=1,nread(1,*) (a(i,j),j=1,n) ! leture des ligne de aend doLes formats sont déonseillés en leture pour permettre la leture des nombres tels quels ave lesblans omme séparateurs.
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Annexe AFatorisation LU et Appliations
A.1 La méthodeSoit à resoudre le système linéaire

A · x = b, (A.1)où A = (aij) est une matrie n× n et b un veteur de R
n. Supposons qu'on puisse mettre A sousla forme

A = L · U, (A.2)où L est une matrie triangulaire inférieure (lower en anglais) et U une matrie triangulaire supé-rieure (upper en anglais). Pour la suite, on pose
L =











ℓ11 0 · · · 0
ℓ21 ℓ22 · · · 0... ... . . . ...
ℓn1 ℓn2 · · · ℓnn











, U =











u11 u12 · · · u1n

0 u22 · · · u2n... ... . . . ...
0 0 · · · unn











.A l'aide de la déomposition (A.2), le système (A.1) devient
(L · U) · x = L · (U · x) = b.Le système (A.1) peut alors être résolu en deux étapes.1. On résoud d'abord le système intermédiaire en y

L · y = b. (A.3)2. On résoud ensuite le système �nal en x

U · x = y. (A.4)Comme les matries L et U sont triangulaires, les systèmes (A.3)-(A.4) sont résolus parsubstitution. La solution de (A.3) est
y1 =

b1

ℓ11
, (A.5)

yi =
1

ℓii



bi −
i−1
∑

j=1

ℓijyj



 , i = 2, 3, . . . , n (A.6)69



70 ANNEXE A. FACTORISATION LU ET APPLICATIONSet elle de (A.4)
xn =

yn

unn
, (A.7)

xi =
1

uii



yi −
n
∑

j=i+1

uijxj



 , i = n− 1, n− 2, . . . , 1. (A.8)A.2 L'algorithme de déompositionL'algorithme de déomposition LU d'une matrie est le suivant (voir ours d'Analyse Nu-mérique pour les détails).#0. ℓii = 1, i = 1, 2, . . . , n.#1. Pour haque j = 1, 2, . . . , n faire#1.1 Pour i = 1, 2, . . . , j

uij = aij −
i−1
∑

k=1

ℓikukj (A.9)#1.2 Pour i = j + 1, . . . , n

ℓij =
1

ujj

[

aij −
j−1
∑

k=1

ℓikukj

] (A.10)L'élément ujj de la formule (A.10) est le pivot. Pour des raisons de stabilité numérique, |ujj |ne doit pas être trop petit. Une manière simple pour augmenter la stabilité de la méthode est lareherhe d'un pivot partiel. Le andidat au r�le de pivot est donné par
max

j≤i≤n
|uij |.Le terme de pivot partiel vient du fait que la reherhe n'est e�etuée que sur une partie de laolonne. Si le andidat au r�le de pivot est sur une ligne i0 6= j, il faut permuter les lignes i0 et jen prenant soins d'enregistrer les lignes permutées et le nombre de permutations. Dans la setionsuivante on verra pourquoi enregistrer les permutations.A.3 Les appliationsUne fois obtenue la déomposition LU de A, le système (A.1) peut être résolu ave di�érentsseond membres. On se limite alors aux substitutions (A.5)-(A.8). Les permutations éventuellesdes lignes, soigneusement enregistrées lors de la déomposition, sont alors appliquées aux di�érentsseond membres.On peut aussi aluler le déterminant de A à partir de sa déomposition LU . On a

detA = (−1)p
n
∏

i=1

uii,où p est le nombre de permutations e�etuées lors de la déomposition.Pour aluler l'inverse de A on doit resoudre n systèmes linéaires auxiliaires. Soit ei, le i�èmeveteur de la base anonique de R
n et In la matrie unité d'ordre n. On a que I = (e1 e2 · · · en).La matrie inverse de A est don onstruite olonne après olonne, en resolvant les n systèmeslinéaires en x̃i

A · x̃i = ei, i = 1, 2, . . . , n. (A.11)On a don, à la �n des aluls, A−1 = (x̃1 x̃2 · · · x̃n).On remarquera au passage qu'il est plus oûteux d'inverser une matrie que de résoudre unsystème linéaire.



A.4. LES PROBLÈMES DE STOCKAGE 71A.4 Les problèmes de stokageOn a pas besoin de stoker les matries L et U séparement. Les formules (A.5)-(A.8) sonttelles que les matries L et U peuvent être stokées sous la forme














u11 u12 u13 · · · u1n

ℓ21 u22 u23 · · · u2n

ℓ21 ℓ32 u33 · · · u3n... ... ... . . . ...
ℓn1 ℓn2 ℓn3 · · · unn















.La diagonale de L n'est pas stokée, puisqu'elle ne ontient que des 1 (voir ours d'Analyse Num.).Pour i = j, la formule (A.9) est parfaitement identique à (A.10), à un fateur multipliatifprès. En e�et, pour i = j, la formule (A.9) devient
ujj = ajj −

j−1
∑

k=1

ℓjkukj .Si on pose
ℓ̃ij = aij −

j−1
∑

k=1

ℓikukj ,on voit qu'on peut d'abord aluler tous les termes ujj , ℓ̃j+1,j , . . . , ℓ̃nj ; pour reherher le pivot.Comme ℓij = ℓ̃ij/uij, pour i = j +1, . . . , n, il su�t ensuite de diviser les termes ℓ̃j+1,j , . . . , ℓ̃nj parle pivot.Et toutes es opérations peuvent s'e�etuer dans la même matrie A du système de départ(A.1). Dans e as à la �n des aluls, la matrie A est remplaée par sa déomposition LU .A noter que le stokage de matries en Fortran permet de onstruire A−1 dans (A.11) sansutilisation de veteurs auxiliaires.A.5 Le ode Fortran à érireLe but du TP est d'érire un ode Fortran omprenant un programme prinipal et un module
LU dans un �hier séparé. Le programme prinipal doit pouvoir, grâe au module LU , resoudreun système linéaire, aluler le déterminant d'une matrie ou inverser une matrie. Pour ela lemodule LU doit avoir en entrée un indie de hoix ihoix tel queihoix=1 Le module e�etue la déomposition LU et resoud le système Ax = b.ihoix=2 Le module e�etue la déomposition LU seulement.ihoix=3 Le module resoud Ax = b par substitution. On suppose don que la matrie a deja étédéomposée.Le module doit aussi avoir un indie d'erreur ierr en sortie :ierr=0 La déomposition s'est e�etuée normalementierr=1 La déomposition a ehouée pare que la matrie A est singulière, i.e. un pivot nul a ététrouvé.On pourra utiliser les problèmes test suivants

A =









4 −1 −1 0
−1 4 0 −1
−1 0 4 −1

0 −1 −1 4









, b =









4
4
4
4









, x∗ =









2
2
2
2











72 ANNEXE A. FACTORISATION LU ET APPLICATIONS
A =





1 1 2
1 2 1
0 1 3



 , b =





1
1
1



 , x∗ =





1/4
1/4
1/4



 .Pour la robustesse, on peut inverser la matrie de Hilbert H = (hij)i,j=1,...,n ave
hij =

1

i + j − 1
, ∀i, j = 1, . . . , n.Il faut prendre n = 50, 100, 250, 500, . . .



Annexe BMéthodes Itératives deRésolution de Systèmes Linéaires
B.1 PrinipeOn souhaite résoudre le système linéaire

Ax = b (B.1)où x et b sont des veteurs de R
n et A = (aij) est une matrie n×n de rang plein. Soit x∗ l'uniquesolution de (B.1). Lorsque n est très grand ou lorsque le matrie A est reuse, les méthodes diretes(Gauss, déomposition,...) deviennent moins ompétitives à ause du oût de alul et des erreursd'arrondis..Notons que (B.1) est équivalent à Ax−b = 0. Soit x0 un veteur quelonque de R

n. Formons
r0 = Ax0 − b, veteur de R

n appelé résidu du système (B.1).Le prinipe des itérations est le suivant : on part d'un veteur x0 et l'on forme r0 puis ononstruit, à partir de x0, x1 et l'on a le résidu orrespondant r1. Le proessus se poursuit jusqu'àe qu'un ritère d'arrêt soit véri�é. On obtient ainsi une suite {xk} de veteurs de R
n.Le prinipe des méthodes itératives est don la onstrution d'une suite {xk}k≥0 de veteursde R

n, dé�nie par la relation
x0 ∈ R

n,

xk+1 = H(xk)ave H : R
n −→ R

n hoisie pour que x = H(x)⇔ Ax = b.B.2 Convergene des méthodes itérativesLes méthodes itératives étudiées dans e TP orrespondent à une méthode de déompositionde la matrie A de (B.1) sous la forme A = M −N , où M est supposée non singulière. Le système(B.1) peut alors s'érire
Mx = Nx + b,i.e. omme le problème de point �xe (quand M est inversible ! !)

x = (M−1N)x + M−1b. (B.2)Le problème de point �xe (B.2) introduit un shéma réursif, à savoir
xk+1 = H(xk) (B.3)73



74 ANNEXE B. MÉTHODES ITÉRATIVES DE RÉSOLUTION DE SYSTÈMES LINÉAIRESave H : x 7→ (M−1N)x + M−1b. Pour x∗ la solution de (B.1), on a
xk+1 − x∗ = (M−1N)k+1(x∗ − x0).On doit don étudier la onvergene de la suite de matries {(M−1N)k}k≥0.Théorème 1 Les trois propositions suivantes sont équivalentes.(i) La méthode (B.3) est onvergente(ii) ρ(M−1N) < 1, i.e. le rayon spetral1 de la matrie M−1N est stritement inférieur à 1.(iii) ‖M−1N ‖< 1, pour au moins une norme matriielle subordonnée.B.3 Shémas itératifs partiuliersOn présente maintenant 3 lasses de shémas reposant sur des déompositions de A onstruitesà partir des éléments suivants : D, E et F dé�nis omme sur la �gure B.1.

-E

A=
D

-F

Fig. B.1 � Déomposition générale de la matrie A

D = diag{a11, . . . , ann} est la diagonale de A. Les matries −E et −F sont les parties de Atriangulaires respetivement au dessous et au dessus de la diagonale. On a don A = D − E − F .B.3.1 La méthode de JaobiOn pose M = D, N = E + F . Le shéma itératif est don
Dxk+1 = (E + F )xk + b.En expliitant, on trouve

xk+1
i =

1

aii



bi −
i−1
∑

j=1

aijx
k
j −

n
∑

j=i+1

aijx
k
j



 , i = 1, 2, . . . , n. (B.4)En pratique, on applique la méthode de Jaobi essentiellement aux matries à diagonale dominante,i.e. véri�ant
|aii| ≥

∑

k 6=i

|aik|B.3.2 La méthode de Gauss�SeidelOn pose M = D − E, N = F . Le shéma itératif est
(D − E)xk+1 = Fxk + b.En expliitant, on trouve

xk+1
i =

1

aii



bi −
i−1
∑

j=1

aijx
k+1
j −

n
∑

j=i+1

aijx
k
j



 , i = 1, 2, . . . , n. (B.5)1C'est la plus grande, en module, des valeurs propres d'une matrie



B.4. LE CRITÈRE D'ARRÊT 75Remarques (i) La méthode de Jaobi requiert le stokage simultané de xk et xk+1, e qui peutêtre gênant pour des très gros systèmes. Néanmoins elle présente l'avantage d'être fortement pa-rallélisable.(ii) La méthode de Gauss�Seidel ne néessite que le stokage d'un seul veteur. Le grosinonvénient est qu'elle est trop séquentielle.B.3.3 Méthode de relaxationOn peut aélérer les méthodes préédentes en introduisant un oe�ient de relaxation ω.On obtient la méthode dite de relaxation. En fait on utilisera ette idée surtout ave la méthodede Gauss�Seidel. La déomposition orrespondante est
M =

D

ω
− E, N =

1− ω

ω
D + F.

ω < 1 on parle de sous�relaxation
ω > 1 on parle de sur�relaxation
ω = 1 'est la méthode de Gauss�SeidelLe shéma itératif est

(

1

ω
D − E

)

xk+1 =

(

1− ω

ω
D + F

)

xk + b.En développant, on trouve
xk+1

i = (1− ω)xk
i +

ω

aii



bi −
i−1
∑

j=1

aijx
k+1
j −

n
∑

j=i+1

aijx
k
j



On montre que pour 0 < ω < 2, la méthode de relaxation onverge. La grande di�ultédans la mise en ÷uvre des méthodes de relaxation est le alibrage du oe�ient ω.B.4 Le ritère d'arrêtLes ritères d'arrêt les plus utilisés reposent sur l'utilisation des normes vetorielles et ma-triielles. En e�et, on stoppe la méthode dès que
‖ xk+1 − xk ‖
‖ xk+1 ‖ ≤ ε (B.6)ou
‖ Axk − b ‖
‖ b ‖ ≤ ε. (B.7)Le hoix de la norme est à la disrétion du programmeur. Pour mémoire les normes les plus utiliséesdans les as vetoriel sont

‖ v ‖1=
n
∑

i=1

|vi|

‖ v ‖2=
[

n
∑

i=1

(vi)
2

]1/2

‖ v ‖∞= max
i=1..n

|vi|



76 ANNEXE B. MÉTHODES ITÉRATIVES DE RÉSOLUTION DE SYSTÈMES LINÉAIRESB.5 Le TPErire un programme Fortran permettant la résolution d'un système linéaire saisi par �hierpar l'une des méthodes suivantes :� Jaobi� Gauss�Seidel� Relaxation.Une préision de onvergene ε et un point de départ x0 étant donnés, le programme fournira :� la solution trouvée� le nombre d'itérationsPour la relaxation, on pourra étudier l'in�uene de ω en omplétant le tableau suivant
ω .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4Nb iter.
ω 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9Nb iter.On pourra utiliser le systèmes suivants :

A =









4 −1 −1 0
−1 4 0 −1
−1 0 4 −1

0 −1 −1 4









, b =









4
4
4
4









, x∗ =









2
2
2
2









A =





























4 −1 0 −1 0 0 0 0 0
−1 4 −1 0 −1 0 0 0 0

0 −1 4 0 0 −1 0 0 0
−1 0 0 4 −1 0 −1 0 0

0 −1 0 −1 4 −1 0 −1 0
0 0 −1 0 −1 4 0 0 −1
0 0 0 −1 0 0 4 −1 0
0 0 0 0 −1 0 −1 4 −1
0 0 0 0 0 −1 0 −1 4





























, b =





























4
4
4
4
4
4
4
4
4





























, x∗ =





























2.75
3.50
2.75
3.50
4.50
3.50
2.75
3.50
2.75































Annexe CLa méthode QR
La méthode QR est l'une des méthodes les plus utilisées pour le alul de l'ensemble desvaleurs propres d'une matries quelonque, notamment symétrique. Nous présentons une formesimpli�ée pour les besoins du TP.C.1 Le prinipeSoit A = A0 une matrie arrée quelonque ; on érit sa fatorisation QR par la méthode deHouseholder, soit A0 = Q0R0. On forme alors A1 en ommutant Q0 et R0, soit A1 = R0Q0. Onfatorise ensuite A1, soit A1 = Q1R1, et ainsi de suite. On obtient une suite de matries {Ak} quisont toutes semblables à A puisque

A1 = R0Q0 = QT
0 AQ0

Ak = RkQk = QT
k Ak−1Qk = (Q0Q1 · · ·Qk)T A(Q0Q1 · · ·Qk).La matrie Ak est don l'espression de A dans la base formée par les veteurs olonnes de la matrie

Qk. Sous ertaines hypothèses, on montre que les éléments diagonaux des matries Ak onvergentvers les valeurs propres de A.C.2 La fatorisation QROn appelle matrie de Householder une matrie de la forme
Hv = In − 2

vvT

‖ v ‖2 , (C.1)pour un veteur v non nul de R
n. La matrie Hv est symétrique et orthogonale. L'intérêt desmatries de Householder, en Analyse Numérique, provient du résultat suivant.Théorème 2 Soit v un veteur de R

n tel que ‖ v ‖> 0. Il existe deux matries de Householder
Hv telles que les (n− 1) dernières omposantes de Hv · v soit nulles.A l'aide du théorème 2, on montre que toute matrie inversible admet une fatorisation QR.L'existene des matries Q et R pour une matrie arrée symétrique A est don établie.Maintenant il nous faut onstruire la matrie de Householder utilisée pour onstruire Q et R.Rappelons que la matrie H doit avoir la propriéte suivante, pour u ∈ R

n,
(Hu)i =

{

ui pour i = 1, . . . , k − 1

0 pour i = k + 1, . . . , n.77



78 ANNEXE C. LA MÉTHODE QRSoit k, l'indie de la olonne de la matrie A à traiter. Des onsidérations préédentes, lamatrie de Householder (C.1) est onstruite à partir du veteur
vk =

























0...
0

akk + signe(akk)s
ak+1,k...
ank

























, (C.2)où
s =

(

(akk)2 + · · ·+ (ank)2
)

1

2 .Le hoix du signe dans la k�ième omposante est dû au soui d'éviter les dénominateurs trop�petits� dans (C.1).C.3 L'algorithmeLa desription formelle de l'algorithme QR de diagonalisation est la suivante.Etape 0. A0 = AEtape k. Construire Q et R telles que Ak = QR.Construire Ak+1 en ommutant le produit, i.e. Ak+1 = RQ.Tester le plus grand élément non diagonal de Ak+1.La matrie Qk est elle�même le produit des matries de Householder Hvk :
Qk = Hv1Hv2 · · ·HvkThéorème 3 (Convergene de la méthode QR) On suppose que la matrie A est inversible,et que ses valeurs propres λi, 1 ≤ i ≤ n, sont toutes de modules di�érents. Alors la suite dematries {Ak} est telle que

lim
k→+∞

(Ak)ii = λi, 1 ≤ i ≤ n,

lim
k→+∞

(Ak)ij = 0, 1 ≤ j < i ≤ n.La matrie limite des Ak n'est don pas diagonale pour une matrie A quelonque. Conrè-tement, le �÷ur� de l'algorithme de diagonalisation QR est le suivant.Algorithme QR1. Initialisation Q← I2. Pour k = 1, . . . , n− 1.Calul de vk donné par (C.2). r←
√

2s(s + |akk|) =‖ vk ‖.
wk ← vk/r.Calul de H : Hij ← δij − 2wk

i wk
jCalul de Q : Q← Q ·HCalul de HA : A← H ·A3. Mise à jour de A : A← A ·Q.4. Test sur les éléments non diagonaux. Si le test n'est pas véri�é aller en 1.Remarque. Par onstrution, wk

i wk
j = 0, i = 1, . . . , k − 1 ou j = 1, . . . , k − 1.Le alul de H pourra se faire omme suit (en ayant pris soin d'initialiser H par la matrieindentité)

Hij ← −2wk
i wk

j , k ≤ i, j ≤ n

Hii ← 1 + Hii, k ≤ i ≤ n.



C.4. LE TP 79C.4 Le TPErire un programme Fortran de reherhe de valeurs propres d'une matrie par la méthode
QR. Compte tenu du oût (en nombre d'opérations) de la méthode on se limitera aux matriesd'ordre au plus 25.Il faut prévoir un test de seours sur le nombre d'itérations et les éléments sous�diagonaux.Il n'y a, en e�et, auune garantie sur la diagonalisation si la matrie n'est pas symétrique.On pourra tester le programme sur les matries suivantes.

A =





1 1 2
1 2 1
0 1 3



 , λ = (1, 1, 4)

A =





4 1 0
1 4 1
0 1 4



 , λ = (4−
√

2, 4, 4 +
√

2)

A =





























4 −1 0 −1 0 0 0 0 0
−1 4 −1 0 −1 0 0 0 0

0 −1 4 0 0 −1 0 0 0
−1 0 0 4 −1 0 −1 0 0

0 −1 0 −1 4 −1 0 −1 0
0 0 −1 0 −1 4 0 0 −1
0 0 0 −1 0 0 4 −1 0
0 0 0 0 −1 0 −1 4 −1
0 0 0 0 0 −1 0 −1 4





























, spA =





























1.17157
2.58579
2.58579
4.00000
4.00000
4.00000
5.41421
5.41421
6.82843
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Annexe DMéthodes du Gradient Conjuguéde Flether�Reeves etPolak�Ribière
Soit f une fontion de R

n dans R, de lasse C2. On onsidère le problème d'optimisationsans ontraintes
(P ) min

x∈Rn

f(x)On suppose que f possède la propriété de roissane à l'in�ni, i.e.
f(x) −→ +∞ lorsque ‖ x ‖→ +∞.On sait que ela garantit l'existene d'un point stationnaire de f .Les algorithmes du gradient onjugué de Flether�Reeves (1964) et de Polak�Ribière (1971),pour resoudre (P ), sont des extensions diretes de la méthode du gradient onjugué pour les fon-tions quadratiques. Ces méthodes sont intéressantes à double titre. D'une part elles ne néessitent,toutes les deux, que le stokage de 4 veteurs de longueur n. D'autre part leur vitesse de onver-gene est très supérieure à elle des méthodes du gradient simple. Elles représentent don un bonompromis vitesse de onvergene / enombrement mémoire.D.1 L'algorithme de Flether�ReevesInitialisation x0, ∇f(x0), ε > 0 la préision.

k ← 0, d0 ← −∇f(x0)RepéterReherhe Linéaire : Trouver tk > 0 qui minimise la fontion φ(t) = f(xk + tdk)Nouvelle approximation de la solution : xk+1 = xk + tkdkNouvelle diretion de desente :
dk+1 = −∇f(xk+1) + βkdk (D.1)
βk =

‖ ∇f(xk+1) ‖2
‖ ∇f(xk) ‖2 (D.2)

k ← k + 1Jusqu'à ‖ ∇f(xk) ‖2< εComme on peut le remarquer, on ne garde en mémoire que le point ourant xk, les gradients
∇f(xk) et ∇f(xk+1) ; et la diretion de desente dk.81



82 ANNEXE D. MÉTHODES DU GRADIENT CONJUGUÉD.2 La méthode de Polak�RibièreElle est identique à la méthode de Flether�Reeves en tout point sauf pour le alul duoe�ient βk. La formule (D.2) est remplaée par
βk =

∇f(xk+1)
T
(

∇f(xk+1)−∇f(xk)
)

‖ ∇f(xk) ‖2 (D.3)D.3 Remarques sur la onvergeneLes deux méthodes appliquées à une fontion quadratique ont un omportement identiqueà elui de la méthode du gradient onjugué pour les fontions quadratiques (voir ours), i.e. uneonvergene en n étapes au plus. Appliquées à une fontion non quadratique, les deux méthodesont en général un omportement di�érent.Comme la onvergene en n étapes n'est plus garantie, il se peut que le nombre d'itérations
k dépasse n. Dans e as les diretions onstruites ne sont plus linéairement indépendantes dans
R

n. Pour garantir la onvergene globale des deux algorithmes, il faut don les réinitialiser toutesles n itérations. La réinitialisation se fait en remplaçant la formule (D.1) par
dk+1 = −∇f(xk+1)toutes les n itérations.D.4 La Reherhe LinéaireA haque itération k on doit trouver un pas de déplaement tk > 0 qui minimise la fontion

φ : t 7→ φ(t) = f(xk + tdk).C'est la reherhe linéaire ou minimisation unidimensionnelle. En fait ette reherhe n'a de li-néaire que le nom ar le problème orrespondant est fortement non linéaire. C'est la partie la plusimportante des deux algorithmes ar 'est là que la fontion et son gradient sont le plus souventévalués.Il y a plusieurs algorithmes pour déterminer tk. Pour le TP nous avons hoisi la méthode dedihotomie qui est l'une des plus simples. On reherhe un point qui annule φ′(t) dans un intervalleapproprié. Notons que la dérivée de la fontion φ est donnée par
φ′(t) = ∇f(xk + tdk)T dk.D'abord on reherhe un intervalle [t0, t1] tel que
φ′(t0) < 0, φ′(t1) > 0. (D.4)Comme ça on est sûr d'enadrer au moins un minimum de φ, puisque la fontion est déroissanteà gauhe et roissante à droite de l'intervalle. Comme dk est une diretion de desente, on a dejaque φ′(0) < 0.Ensuite, on applique la méthode de dihotomie à l'équation

φ′(t) = 0dans l'intervalle [t0, t1]. L'algorithme de dihotomie est le suivant.La reherhe de l'intervalle [t0, t1] peut se faire à l'aide l'algorithme suivant.



D.5. LE TP 83Reherhe de l'intervalle [t0, t1]Initialisation 0 < δ0 < 1 �xé, t0 = 0, t← δ0RepéterSi φ′(t) < 0 alors t0 ← t et t← 2tSinon Si φ′(t) > 0 alors t1 ← tJusqu'à (φ′(t) > 0)Reherhe de tkTant que t1 − t0 > 2ε1

tm ← (t0 + t1)/2
h← φ′(tm)Si |h|< ε1 alors STOP : tk ← tmSinon Si h > 0 alors t1 ← (t0 + t1)/2Si h < 0 alors t0 ← (t0 + t1)/2On pourra prendre δ0 = 0.1, ε1 = 10−8.D.5 Le TPErire un ode Fortran pour resoudre les problèmes de minisation sans ontrainte dans R

npar les méthodes du gradient onjugué de Flether�Reeves et de Polak�Ribière. L'utilisateur devraavoir le hoix de la méthode à utiliser.La qualité d'un ode d'optimisation se juge aussi par le nombre d'évaluations de la fontionet de son gradient. Pour éviter les évaluations anarhiques de la fontion et de son gradient, il fautérire une seule proédure (subroutine) pour aluler la fontion et son gradient. Il faut veiller àne pas évaluer la fontion plusieurs fois ave la même valeur de x.Il faut prévoir des test d'arrêt de seours sur le nombre d'itérations et le nombre d'appels àla proédure qui alule la fontion et son gradient.On pourra utiliser les fontions suivantes pour la mise au point du ode.
f(x) = 100(x2 − x2

1)
2 + (1− x1)

2, x0 =

(

0
0

)

, x∗ =

(

1
1

)

f(x) = (x1 + x2)
2 +

(

2(x2
1 + x2

2 − 1)− 1

3

)2

, x0 =

( √

7/6
0

)

, x∗ =

(

0
0

)

ou x∗ =

(

−
√

7/12
√

7/12

)Puis testez la robustesse des algorithmes ave
f(x) =

n
∑

i=2

i(2xi − xi−1)
2, x(0) = (1, 1, . . . , 1)T

f(x) =

n
∑

i=1

[

100(x2
i−1 − xi)

2 + (xi−1 − 1)2
]

, x(0) = (−1.2, 1,−1.2, 1, . . . , )Tpour di�érentes valeurs de n, n = 10, 50, 1000.
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